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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ЖИДКОСТИ

СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ СХЕМОЙ КАБАРЕ

Н. А. Афанасьев, В. М. Головизнин,

П. А. Майоров, А. В. Соловьев

Аннотация. Предложен явный балансно-характеристический метод КАБАРЕ для
расчета динамики жидкости со свободной поверхностью в гравитационном поле
в слабосжимаемом приближении. Разработанный метод обладает вторым поряд-
ком аппроксимации по времени и пространству, минимальным вычислительным
шаблоном в одну пространственно-временную ячейку и минимальной численной
вязкостью. Разностная схема тестируется на задачах с различными значениями
коэффициента поверхностного натяжения и ускорением свободного падения с раз-
ными знаками, в том числе на задаче о развитии неустойчивости Рэлея — Тейлора.
Учет сил поверхностного натяжения позволяет избавиться от высокочастотных ко-
лебаний на свободной поверхности при расчете неустойчивых задач и регуляризует
решение.
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1. Введение

В последние годы развитие балансно-характеристических схем семейства

КАБАРЕ [1] было посвящено решению систем гиперболических уравнений на

подвижных расчетных сетках в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных

и, в частности, решению задач со свободной поверхностью. Потребность в та-

ких методах возникает при решении задач океанологии [2, 3] и задач FSI (fluid-

structure interaction) [4, 5]. При этом разработанная ранее схема КАБАРЕ на

подвижных сетках для уравнений динамики идеального газа [5] позволяла мо-

делировать только малые колебания свободной поверхности газа.

С целью увеличения робастности схемы КАБАРЕ для задач со свободной

поверхностью была разработана модификация предложенного в [5] метода на

Работа выполнена при поддержке РНФ (грант 18–11–00163, часть работ по разработ-
ке алгоритма для уравнений динамики слабосжимаемой жидкости) и РФФИ (грант 20–31–
90037, часть работ по учету сил поверхностного натяжения и расчету неустойчивости Рэлея —
Тейлора).
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систему уравнений динамики слабосжимаемой жидкости в приближении Бус-

синеска. Это позволило построить численную негидростатическую модель ди-

намики жидкости для задач океанологии [6], которая была верифицирована

на тестах с умеренными амплитудами колебаний свободной поверхности. Тем

не менее для полной верификации предложенного метода требуется провести

тесты на задачах, при решении которых ячейки расчетной сетки сильно дефор-

мируются. Наиболее подходящим тестом для этого является задача о развитии

неустойчивости Рэлея — Тейлора [7].

Рэлей-тейлоровская неустойчивость в основном моделируется в несжимае-

мом приближении с помощью большого количества различных численных ме-

тодов, среди которых: методы конечного объема [8], методы гладких частиц

[9], вихревые методы в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных [10] и

многие другие. Среди подходов в слабосжимаемом приближении следует отме-

тить методы Lattice-Boltzmann [11]. С помощью балансно-характеристических

методов неустойчивость Рэлея — Тейлора свободной поверхности до сих пор не

моделировалась.

В данной работе мы предлагаем адаптацию метода [6] на задачи динамики

свободной поверхности в слабосжимаемом приближении с учетом сил поверх-

ностного натяжения. Разработанный метод обладает вторым порядком аппрок-

симации по времени и пространству, минимальным вычислительным шаблоном

в одну пространственно-временную ячейку и минимальной численной вязко-

стью. Именно малая диссипативность метода требует введения в модель сил

поверхностного натяжения, которые позволяют подавить развитие высокоча-

стотных неустойчивостей на свободной поверхности при расчетах неустойчи-

вых задач и регуляризировать решение. Отметим, что для расчетов задач об

устойчивых колебаниях свободной поверхности вводить силы поверхностного

натяжения, вообще говоря, не надо [6]. Разностная схема тестируется на за-

дачах с различными значениями коэффициента поверхностного натяжения и

ускорением свободного падения с разными знаками. Показано, что при моде-

лировании неустойчивости Рэлея — Тейлора ускорение свободной поверхности

стремится к ускорению свободного падения. При расчетах устойчивых коле-

баний поверхности учет сил поверхностного натяжения сглаживает свободную

поверхность, при этом почти не изменяя амплитуду колебаний.

Текст организован следующим образом. В разд. 2 обсуждается модель

динамики жидкости в приближении Буссинеска для слабосжимаемого случая.

В разд. 3 кратко описывается балансно-характеристический метод для моде-

лирования задач о развитии неустойчивости Рэлея — Тейлора. В разд. 4 как

в дифференциальную, так и в разностную модель вводятся силы поверхност-

ного натяжения. Тестовые расчеты для различных значений коэффициента

поверхностного натяжения и ускорения свободного падения с разными знаками

приводятся в разд. 5. Статью завершает разд. 6 с заключительными замечани-

ями.
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2. Модель динамики слабосжимаемой жидкости

Рассмотрим систему двумерных уравнений гидродинамики в приближе-

нии Буссинеска с учетом слабосжимаемости жидкости в смешанных эйлерово-

лагранжевых переменных [6]:
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где (x, z) — эйлерова система координат, которая связана с лагранжевой систе-

мой координат (x′, z′) якобианом перехода J = ∂(x, z)/∂(x′, z′) = ∂z/∂z′, ρ —

плотность жидкости, ρ0 — средняя начальная плотность жидкости, θ — безраз-

мерный параметр, показывающий отклонение объема лагранжевой частицы от

первоначального, δP — приращение давления относительно гидростатического:

P (x, z, t) = ρ0g(H0− z)+ δP (x, z, t), H0 — средняя начальная высота жидкости,

(u,w) — компоненты вектора скорости по направлениям x и z, c — искусствен-

ная скорость звука, g — ускорение свободного падения. Значение c подбирается

таким образом, чтобы |δθ| = |θ − 1| < 0.01.

Будем предполагать, что система уравнений (1) описывает динамику жид-

кости в области, ограниченной слева и справа по оси x и снизу по оси z стен-

ками, параллельными данным осям, а сверху по оси z располагается свободная

поверхность, что накладывает на систему следующие граничные условия:

u(xmin, z, t) = 0, u(xmax, z, t) = 0, w(x, zmin, t) = 0, (2)

δP (x, zmax, t) = −ρ0g(H0 − zmax), (3)

(
∂z

∂t
+ u

∂z

∂x
− w

)∣∣∣∣
zmax

= 0. (4)

Будем также предполагать, что плотность в начальный момент времени

всюду одинакова: ρ(x, z, 0) = ρ0. Так как плотность в системе уравнений (1) по

сути играет роль некоторой пассивно переносимой величины, то и во все момен-

ты времени будет выполняться ρ(x, z, t) = ρ0, что позволяет не рассматривать

закон сохранения массы (четвертое уравнение в (1)), а правую часть в законе

сохранения импульса по оси z (третье уравнение в (1)) считать равной нулю.

Система уравнений (1) является гиперболической. По каждому из направ-

лений x, z можно выписать ее характеристическую форму (без учета закона
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сохранения массы):
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(5)

где Ix, Iz — векторы локальных инвариантов Римана [12], λxj , λ
z
j — собствен-

ные значения по соответствующим направлениям, Gx, Gz — векторы правых

частей, выражения для которых нам неважны. Величины с индексами loc в

(5) — некоторые локальные величины. Например, при введении разностной

сетки эти локальные величины можно считать постоянными в пределах каждой

пространственно-временной ячейки. Система уравнений (1) позволяет постро-

ить консервативные фазы балансно-характеристической схемы, аппроксимиру-

ющие законы сохранения, а система (5) — характеристическую фазу, аппрокси-

мирующую перенос локальных инвариантов Римана системы.

3. Схема КАБАРЕ для представленной модели

Кратко опишем алгоритм схемы КАБАРЕ для системы уравнений (1) с

граничными условиями (2)–(4). Данный алгоритм является развитием предло-

женной ранее схемы для двумерных уравнений газовой динамики [5]. Наиболее

полное описание алгоритма представлено в [6].

Пусть имеется некоторая структурированная четырехугольная сетка с пря-

мыми ребрами по оси z и косыми по оси x: ωh = {(xi, zi,k) | i = 0, Nx, j = 0, Nz},
x0 = xmix, xi+1 − xi = hi+1/2, zi,0 = zi,max, zi,Nz

= zi,min = 0. Пусть также име-

ется неравномерная сетка по времени ωτ = {tn | tn+1 − tn = τn, n = 0,K − 1}.
Зададим в центрах ячеек сетки ωh × ωτ так называемые консервативные пере-

менные: ϕni+1/2,k+1/2 — на целых слоях по времени, ϕ
n+1/2
i+1/2,k+1/2 — на полуцелых

слоях по времени. В центрах ребер сетки зададим так называемые потоковые

переменные на целых слоях по времени: ψni+1/2,k и ψni,k+1/2. В качестве кон-

сервативных и потоковых переменных зададим полный набор неизвестных рас-

сматриваемой системы: {ϕ, ψ} = {θ, u, w, δP}.
Общий алгоритм схемы КАБАРЕ при переходе со слоя по времени n на

слой n+ 1 выглядит следующим образом:

1. Вычисление положения сетки и площадей ячеек на полуцелом слое по

времени n+ 1/2.

Сначала с помощью аппроксимации граничного условия (4) вычисляются

скорости центров ребер сетки на свободной границе (первая «балансная» фаза
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для свободной границы):

żni+1/2,0 = wni+1/2,0 − uni+1/2,0

zni+1,0 − zni,0
hi+1/2

. (6)

Затем, учитывая, что уравнение (4) можно рассматривать как нелинейное урав-

нение переноса с ненулевой правой частью для инварианта Римана z, проводит-

ся экстраполяция z-координат узлов на свободной поверхности (вторая харак-

теристическая фаза для свободной границы):

zn+1
i,0 =





2z
n+1/2
i−1/2,0 − zni−1,0, если 0.5

(
uni−1/2,0 + uni+1/2,0

)
> 0,

2z
n+1/2
i+1/2,0 − zni+1,0, если 0.5

(
uni−1/2,0 + uni+1/2,j

)
< 0,

0.5
[
z
n+1/2
i−1/2,0 + z

n+1/2
i+1/2,0

]
иначе.

(7)

Экстраполяция (7) также дополняется монотонизацией на основе принципа мак-

симума [13]. Скорости узлов на свободной границе вычисляются так, чтобы

узлы прошли половину пути до координаты, полученной по экстраполяции (7):

żni,0 =
zn+1
i,0 − zni,0

2τn
. (8)

Скорости внутренних узлов и центров ребер выбираются так, чтобы высота

ячеек в каждом слое по оси z была равномерной:

żni,k =
Ny − k
Ny

żni,0, żni+1/2,k =
Ny − k
Ny

żni+1/2,0, k = 1, Nz. (9)

Окончательно с помощью вычисленных скоростей находятся z-координаты

сетки на полуцелом слое по времени:

z
n+1/2
i,k = zni,k +

τn
2
żni,k, z

n+1/2
i+1/2,k = zni+1/2,k +

τn
2
żni+1/2,k, (10)

и по координатам центров ребер сетки на полуцелом слое вычисляются новые

площади ячеек S
n+1/2
i+1/2,k+1/2 = 0.5hi+1/2

(
z
n+1/2
i+1/2,k + z

n+1/2
i+1/2,k+1

)
.

2. Первая (балансная) фаза КАБАРЕ: аппроксимация дивергентных форм

законов сохранения (1) на ячейках сетки на слое n и нахождение консерватив-

ных переменных ϕ
n+1/2
i+1/2,k+1/2 на полуцелом слое (см. обозначения и шаблон на

рис. 1):

(Sf)
n+1/2
c − (Sf)nc
τn/2

+ anR(zn2 − zn1 )− anL(zn3 − zn4 )

− anT (zn2 − zn3 ) + anB(zn1 − zn4 ) + dnThc − dnBhc = 0. (11)

Данные разностные уравнения записаны в векторной форме и используют сле-

дующие векторы:

f = (θ, θu, θw)T , a = (θu, θu2 + δP/ρ0, θuw)T ,
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Рис. 1. Шаблон консервативных фаз (11) и (15).

d = (θ(w − ż), θu(w − ż), θw(w − ż) + δP/ρ0)
T .

3. Вторая (характеристическая) фаза КАБАРЕ: вычисление локальных

инвариантов Римана по направлениям x и z, их экстраполяция и нахождение

потоковых переменных ψn+1
i+1/2,k и ψn+1

i,k+1/2 на следующем целом слое по времени.

Для каждой ячейки сетки с помощью консервативных значений, полу-

ченных на первой фазе (11), вычисляются собственные значения (λxj )
n+1/2
c и

(λzj )
n+1/2
c на полуцелом слое по времени по формулам (5). Затем на основании

знаков полученных собственных значений определяются направления переноса

локальных инвариантов Римана и проводится их экстраполяция на ребра сетки

на слое n+1. Так, например, экстраполяция по направлению x осуществляется

следующим образом (см. шаблон и обозначения на рис. 2):

(Ixj )n+1
i,k+1/2 =





2(Ixj )
n+1/2
cL − (Ixj )nLL, если 0.5

[(
λxj
)n+1/2

cL
+
(
λxj
)n+1/2

cR

]
> 0,

2(Ixj )
n+1/2
cR − (Ixj )nRR, если 0.5

[(
λxj
)n+1/2

cL
+
(
λxj
)n+1/2

cR

]
< 0,

0.5
[(
Ixj
)n+1/2

cL
+
(
Ixj
)n+1/2

cR

]
иначе

(12)

Рис. 2. Шаблон характеристической фазы для экстраполяции инвариантов по оси x (12).

Значения требуемых для экстраполяции локальных инвариантов при этом

вычисляются по формулам (5), в которых величины с индексами loc берутся
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в середине той пространственно-временной ячейки, со стороны которой осу-

ществляется перенос. Получившиеся в результате (12) значения дополнительно

подвергаются монотонизации на основе принципа максимума [12].

Экстраполяция по направлению z осуществляется аналогично. С помощью

найденных значений инвариантов на ребрах сетки на слое n+ 1 находятся зна-

чения потоковых переменных ψn+1
i+1/2,k и ψn+1

i,k+1/2. Особого внимания требует

алгоритм нахождения потоковых переменных на граничных ребрах сетки (как

на границах-стенках, так и на свободной границе). В данной работе мы не бу-

дем останавливаться на вопросах реализации граничных условий, подробно это

описано в [6].

4. Вычисление положения сетки и площадей ячеек на следующем целом

слое по времени n + 1. Скорости узлов на свободной границе принимаются

равными скоростям, использованными при предыдущем передвижении сетки

(8), чтобы узлы дошли до положений, предписанных им экстраполяцией (7):

żn+1
i,k = żni,k. (13)

Скорости центров ребер на свободной границе находятся с помощью аппрок-

симации граничного условия (4) по потоковым значениям скоростей u, w, най-

денным на характеристической фазе алгоритма (третья «балансная» фаза для

свободной границы):

żn+1
i+1/2,0 = wn+1

i+1/2,0 − u
n+1
i+1/2,0

zn+1
i+1,0 − zn+1

i,0

hi+1/2
. (14)

Окончательно с помощью вычисленных скоростей находятся z-координаты сет-

ки на следующем целом слое по времени:

zn+1
•,k = z

n+1/2
•,k +

τn
2
żn+1
•,k . (15)

и по координатам центров ребер сетки на слое n+1 вычисляются новые площади

ячеек Sn+1
i+1/2,k+1/2 = 0.5hi+1/2(z

n+1
i+1/2,k + zn+1

i+1/2,k+1).

5. Третья (балансная) фаза КАБАРЕ: аппроксимация дивергентных форм

законов сохранения (1) на ячейках сетки на слое n + 1 и нахождение консер-

вативных переменных ϕn+1
i+1/2,k+1/2 на следующем слое (обозначения и шаблон

совпадают с первой фазой (11)):

(Sf)n+1
c − (Sf)

n+1/2
c

τn/2
+ an+1

R

(
zn+1
2 − zn+1

1

)
− an+1

L

(
zn+1
3 − zn+1

4

)

bn+1
T

(
zn+1
2 − zn+1

3

)
+ bn+1

B

(
zn+1
1 − zn+1

4

)
+ dn+1

T hc − dn+1
B hc = 0. (16)

6. Вычисление следующего шага по времени τn+1 по заданному числу Ку-

ранта CFL:

τn+1 = CFL ·min
i,k,j

(
min

(
hi+1/2∣∣(λxj )n+1
i+1/2,k+1/2

∣∣ ,
zn+1
i+1/2,k − z

n+1
i+1/2,k+1∣∣(λzj )n+1

i+1/2,k+1/2

∣∣

))
. (17)
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Предложенный алгоритм (6)–(17) представляет из себя две соединенных

схемы КАБАРЕ: (11), (12), (16) — схемы КАБАРЕ для системы уравнений (1),

и (6), (7), (14) — схемы КАБАРЕ для уравнения движения свободной границы

(4). Таким образом, данный алгоритм обладает всеми типичными свойствами

схем семейства КАБАРЕ: вторым порядком аппроксимации по пространству

и времени, обратимостью по времени при отключенных процедурах моното-

низации (за исключением, разве что, алгоритма выбора направления переноса

на свободной границе (7)), минимальным вычислительным шаблоном в одну

пространственно-временную ячейку, минимальной численной вязкостью.

4. Силы поверхностного натяжения

При моделировании неустойчивого перемещения свободной границы в поле

гравитационных сил в первую очередь развиваются высокочастотные возмуще-

ния свободной границы, рост которых очень быстро приводит к аварийному

останову программы. Для того чтобы изучить динамику неустойчивости са-

мой низкой гармоники, надо ввести в модель силы поверхностного натяжения,

которые бы не давали развиваться высокочастотным возмущениям.

Введем силы поверхностного натяжения сначала в дифференциальную мо-

дель (1). Энергия поверхностного натяжения пропорциональна площади сво-

бодной поверхности:

Etens = σ

∫
dl = σ

b∫

a

√(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2

dq, (18)

где q ∈ [a, b] — параметр в уравнениях свободной поверхности x = x(q), z = z(q),

σ — коэффициент поверхностного натяжения.

Компоненты вектора сил поверхностного натяжения можно получить из

вариации энергии (18):

δEtens = σ

b∫

a

δ

√(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2

dq

= σ

b∫

a

1

2

[(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2]−1/2

· 2
[(

∂x

∂q

)(
∂δx

∂q

)
+

(
∂z

∂q

)(
∂δz

∂q

)]
dq

= −σ
b∫

a

∂

∂q

{[(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2]−1/2
∂x

∂q

}
δx dq

− σ
b∫

a

∂

∂q

{[(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2]−1/2
∂z

∂q

}
δz dq,
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откуда следуют выражения для компонент удельных сил:

F x = −σ ∂
∂q

{[(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2]−1/2
∂x

∂q

}
,

F z = −σ ∂
∂q

{[(
∂x

∂q

)2

+

(
∂z

∂q

)2]−1/2
∂z

∂q

}
.

(19)

Определим теперь силы поверхностного натяжения для разностного слу-

чая. Рассмотрим следующий разностный аналог энергии поверхностного натя-

жения (18), в котором интеграл по свободной поверхности аппроксимируется с

помощью координат центров ребер сетки:

Etensh = σ

Nx−1∑

i=1

√
(xi+1/2 − xi−1/2)2 + (zi+1/2,0 − zi−1/2,0)2

+ σ
√

(x0+1/2 − x0)2 + (z0+1/2,0 − z0,0)2

+ σ
√

(xNx
− xNx−1/2)2 + (zNx,0 − zNx−1/2,0)2. (20)

Тогда удельные силы поверхностного натяжения, действующие перпендикуляр-

но ребру с центром в точке (xi+1/2, zi+1/2,0), определяются так:

F xi+1/2 =
∂Etensh

∂xi+1/2
= −σ

(
xi+3/2 − xi+1/2

li+1
− xi+1/2 − xi−1/2

li

)
,

F zi+1/2 =
∂Etensh

∂zi+1/2,0
= −σ

(
zi+3/2,0 − zi+1/2,0

li+1
− zi+1/2,0 − zi−1/2,0

li

)
,

li =
√

(xi+1/2 − xi−1/2)2 + (zi+1/2,0 − zi−1/2,0)2.

(21)

Отметим, что формулы (21) справедливы для ребер на свободной поверхно-

сти, не граничащих с левой и правой стенками. Формулы для ребер у этих

границ можно получить, продифференцировав (20) по соответствующим пере-

менным. Очевидно, разностные выражения (21) аппроксимируют дифферен-

циальные операторы (19) со вторым порядком.

Введенные силы (21) добавляются в правые части балансных фаз алгорит-

ма (11) и (16) для слоя ячеек, граничащих со свободной поверхностью. Так,

например, первая фаза (11) модифицируется следующим образом:

(Sf)
n+1/2
i+1/2,0+1/2 − (Sf)ni+1/2,0+1/2

τn/2
+ anR(zn2 − zn1 )− anL(zn3 − zn4 )

− bnT (zn2 − zn3 ) + bnB(zn1 − zn4 ) + dnThi+1/2 − dnBhi+1/2 = −Fni+1/2l
n
i+1/2,0, (22)

F = (0, F x, F z)
T
, lni+1/2 =

√(
xni+1 − xni

)2
+
(
zni+1,0 − zni,0

)2
.

Третья фаза (16) модифицируется аналогично.

Отметим, что учет сил поверхностного натяжения в уравнениях (22) на-

кладывает дополнительные, вообще говоря, более жесткие условия на шаг по

времени, чем (17). Чтобы их учесть, приведенные в следующем разделе расчеты

проводились с относительно малым числом Куранта CFL.
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5. Тестовые расчеты

Рассмотрим следующую модельную задачу для уравнений (1), (2). Пусть

слабосжимаемая жидкость находится в начальный момент времени в области

(x, z) ∈ [0, Lx] × [0, H0], длина области Lx = 40, средняя высота жидкости

H0 = 20. Компоненты скорости u(x, z, t = 0) = w(x, z, t = 0) = 0, объемы

не возмущены: θ(x, z, t = 0) = 1.

Возмутим верхнюю (свободную) границу следующим образом:

zmax(x, t = 0) = H0 + ε sin

(
πx

Lx

)
. (23)

Тогда при силе натяжения, направленной вниз (g > 0), свободная граница нач-

нет устойчиво колебаться. А при силе натяжения, направленной вверх (g < 0),

начнет развиваться неустойчивость по типу Рэлея — Тейлора [7]. Последнюю

задачу можно трактовать по-разному. С одной стороны, она описывает про-

цесс стекания закрепленной с одного конца плоской капли по наклонной крыше

без учета сил трения. С другой стороны, она описывает движение жидкости

вверх под воздействием некоторого магнитного поля [14, 15]. В любом случае

именно такая постановка задачи о развитии неустойчивости позволяет оценить

робастность предложенного алгоритма в случае расчетов с сильно деформируе-

мыми расчетными ячейками. Отметим, что мы рассматриваем только линейные

стадии развития неустойчивости Рэлея — Тейлора, когда ускорение свободной

поверхности экспоненциально стремится к |g| [16].

В этом разделе мы приводим результаты работы алгоритма (6)–(17) на се-

рии задач с возмущенной границей (23) для ε = 10−5 с различными значениями

коэффициента поверхностного натяжения σ и знаками ускорения свободного

падения g. Все расчеты проводились на сетке 40 × 20 расчетных ячеек с рав-

номерным шагом по x и равномерным в каждом вертикальным столбце ячеек

шагом по z. Число Куранта во всех расчетах полагалось достаточно малым

и равным CFL = 0.05 для того, чтобы соблюсти условия устойчивости, свя-

занные с введением в модель сил поверхностного натяжения (21). Как было

показано в [6], алгоритм (6)–(17) дает хорошие качественные и количественные

результаты при искусственной скорости звука c >
√
|g|H0. Приведенные ниже

расчеты проводились при c = 5
√
|g|H0.

5.1. Развитие неустойчивости без сил поверхностного натяжения.

Рассмотрим задачу (23) с параметрами g = −1 и σ = 0. Результаты расче-

тов по данной задаче на момент времени t = 6.864 (последний момент времени

перед аварийным остановом программы) представлены на рис. 3. Как уже упо-

миналось ранее, при отсутствии сил поверхностного натяжения на свободной

поверхности начинают расти высокочастотные возмущения, что очень быстро

приводит к аварийному останову и не позволяет оценить ускорение узлов сво-

бодной поверхности. Данный расчет демонстрирует важность учета в модели

сил поверхностного натяжения. Дополнительно отметим, что величины δθ на

последний момент времени достигают значений, немного больших допустимого
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для приближения слабой сжимаемости порога в 0.01. Тем не менее авост насту-

пает не из-за превышения данного порога, а из-за слишком сильной деформации

расчетных ячеек. Это замечание справедливо и для всех последующих тестов,

заканчивающихся аварийным остановом.
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Рис. 3. Результаты расчетов задачи (23) с параметрами g = −1 и σ = 0 (развитие
неустойчивости без сил поверхностного натяжения) на момент времени t = 6.864.
(а) профиль возмущения z-координаты свободной поверхности δz = z − H0 . (б)
расчетная сетка на указанный момент времени и профиль δθ на ней.
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Рис. 4. Результаты расчетов задачи (23) с параметрами g = −1 и σ = 2.5 (развитие
неустойчивости с недостаточными силами поверхностного натяжения) на момент
времени t = 26.4882. (а) профиль возмущения z-координаты свободной поверхности
δz = z −H0 . (б) расчетная сетка на указанный момент времени и профиль δθ на
ней.

5.2. Развитие неустойчивости с недостаточными силами поверх-

ностного натяжения. Рассмотрим задачу (23) с параметрами g = −1 и
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σ = 2.5. Результаты расчетов по данной задаче на момент времени t = 26.4882

(последний момент времени перед аварийным остановом программы) представ-

лены на рис. 4. Приведенные результаты демонстрируют динамику свободной

поверхности в случае, когда силы поверхностного натяжения компенсируют

неустойчивое развитие не всех высокочастотных гармоник. При этом расчет

может быть осуществлен до более далекого времени, чем в случае с σ = 0,

но нескомпенсированные высокие гармоники возмущений на достаточно дале-

ком времени слишком сильно деформируют расчетные ячейки и «обрушивают»

расчет.

Отметим, что при расчетах задач о развитии неустойчивости в какой-то мо-

мент могут получаться несимметричные результаты (что и происходит в приве-

денном расчете), несмотря на то, что исходная задача и сам алгоритм являются

симметричными. Это объясняется возрастающей при неустойчивых расчетах

ролью ошибок в операциях над числами с плавающей точкой. Все расчеты

устойчивых задач обладают свойством симметрии, что было показано в работе

[6] и будет продемонстрировано в некоторых последующих тестах.

5.3. Развитие неустойчивости с достаточными силами поверхност-

ного натяжения. Рассмотрим задачу (23) с параметрами g = −1 и σ = 3.2.

Указанное значение σ подобрано экспериментальным образом и является ми-

нимальным значением коэффициента поверхностного натяжения, при котором

компенсируется неустойчивый рост всех высокочастотных возмущений свобод-

ной поверхности. Результаты расчетов по данной задаче на момент времени

t = 29.3428 (последний момент времени перед аварийным остановом програм-

мы) представлены на рис. 5. Отметим, что некоторые вертикальные слои рас-

четных ячеек растянулись или сжались почти в 2 раза, прежде чем расчет

был «обрушен» формированием слишком косых ячеек. Это говорит о высо-

кой устойчивости представленного алгоритма (6)–(17) к сильному растяжению

и сужению ячеек.

Неустойчивое развитие только самого низкочастотного возмущения позво-

ляет исследовать ускорение свободной границы. Согласно теории ускорение

границы по оси z должно стремиться к |g|, при этом на начальном этапе расти

экспоненциально. Графики для ускорения среднего узла свободной поверхно-

сти z̈Nx/2,0 и ln(z̈Nx/2,0) представлены на рис. 6. График на рис. 6(а) позво-

ляет заключить, что примерно на момент времени t = 2.8 усредненное зна-

чение ускорения максимально приближается к предельному значению, после

чего, когда силы поверхностного натяжения становятся слишком велики, на-

чинает уменьшаться. При этом значения ускорения испытывают колебания,

увеличивающиеся в амплитуде с течением времени (из-за этого иногда наблю-

даются значения ускорения, большие предельного |g|). Эти колебания связаны

с конечностью скорости звука в предложенной математической модели (1) и

минимальной численной вязкостью используемого алгоритма: любые ошибки

по сравнению с дифференциальной моделью практически не затухают, а в силу

неустойчивости только растут и со временем сказываются на движении узлов
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Рис. 5. Результаты расчетов задачи (23) с параметрами g = −1 и σ = 3.2 (разви-
тие неустойчивости с достаточными силами поверхностного натяжения) на момент
времени t = 29.3428. (а) Профиль возмущения z-координаты свободной поверхно-
сти δz = z −H0 . (б) Расчетная сетка на указанный момент времени и профиль δθ

на ней.
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Рис. 6. Результаты расчетов задачи (23) с параметрами g = −1 и σ = 3.2 (разви-
тие неустойчивости с достаточными силами поверхностного натяжения). (а) Зави-
симость ускорения среднего узла свободной поверхности z̈Nx/2,0 от времени. (б) За-
висимость ln(z̈Nx/2,0) от времени.

на свободной границе.

График на рис. 6(б) показывает, что в течение всего расчета, кроме нача-

ла и конца, ускорение увеличивалось экспоненциально. Нелинейность ln(z̈) в

конечные момент времени связана с образованием слишком больших сил по-

верхностного натяжения, а в начальные моменты времени — с периодом «под-

страивания» начального условия (23) под рассматриваемую область. В самом

деле, возмущение в виде синуса не является элементарным решением уравне-

ния динамики свободной границы рассматриваемой области, и алгоритму нуж-
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Рис. 7. Колебания свободной поверхности в поле сил тяжести. (а) g = −1, σ = 50.
(б) g = 1, σ = 3.2. 0 — начальный профиль. 1 — половина периода первого колеба-
ния. 2 — полный период колебаний. 3 — половина периода второго колебания. 4 —
два полных периода колебаний.

но некоторое количество шагов по времени, чтобы поверхностное натяжение

подавило в синусе высокочастотные возмущения.

5.4. Подавление неустойчивости силами поверхностного натяже-

ния. При достаточно больших значениях коэффициента поверхностного на-

тяжения (σ > σcrit) свободная поверхность вместо экспоненциального роста

начнет устойчиво колебаться. Пограничное значение σcrit можно оценить из

условия равенства энергии поверхностного натяжения и приращения потенци-

альной энергии в начальный момент времени.

Результаты расчетов по задаче (23) с параметрами g = −1 и σ = 50 пред-

ставлены на рис. 7(а). На графике представлены профили приращений

z-координат узлов свободной поверхности на разные моменты времени, когда

средний узел границы принимает самое высокое и самое низкое положения за

период колебаний. Приведенные результаты позволяют заключить, что учет

в алгоритме сил поверхностного натяжения практически не привносит в алго-

ритм дополнительной численной вязкости: поверхность продолжает колебаться

с примерно одинаковой амплитудой (на графиках представлены только профи-

ли свободной поверхности на первые 2 периода колебаний, но заметного зату-

хания не возникает и при дальнейших расчетах). Кроме того, наличие суще-

ственного поверхностного натяжения способствует более быстрой трансформа-

ции начального возмущения (синуса) в элементарное решение уравнения дина-

мики свободной поверхности.

5.5. Поверхностное натяжение в поле гравитационных сил, на-

правленных вниз. Продемонстрируем, что силы поверхностного натяжения

(21) можно использовать и в типичных для океанологии задачах, когда силы

тяжести направлены в сторону нижний границы области. На таких задачах c



Моделирование динамики жидкости 91

σ = 0 алгоритм (6)–(17) уже был протестирован в [6] при достаточно больших

отклонениях свободной границы.

Рассмотрим задачу (23) об устойчивых колебаниях свободной поверхности с

параметрами g = 1 и σ = 3.2. Выбранный коэффициент поверхностного натяже-

ния равен минимальному значению, при котором в аналогичной неустойчивой

задаче не образуется высокочастотных неустойчивостей. Результаты расчетов

по данной задаче на разные моменты времени, когда средний узел границы при-

нимает самое высокое и самое низкое положения за период колебаний, представ-

лены на рис. 7(б). Приведенные результаты хорошо согласуются с полученными

ранее графиками для системы уравнений газовой динамики [5]. При этом ми-

нимумы и максимумы свободной границы на разных периодах колебаний могут

отличаться более существенно, чем в предыдущем тесте. Это объясняется тем,

что σ в этой задаче относительно мало, из-за чего окрестности локальных экс-

тремумов колеблются с отличной от всего остального профиля частотой. При

увеличении σ результаты будут все больше походить на рис. 7(а).

6. Заключение

В данной работе была предложена адаптация метода [6] на задачи динами-

ки свободной поверхности в слабосжимаемом приближении с учетом сил поверх-

ностного натяжения. Разработанный метод обладает вторым порядком аппрок-

симации по времени и пространству, минимальным вычислительным шаблоном

в одну пространственно-временную ячейку и минимальной численной вязко-

стью. В модели были учтены силы поверхностного натяжения, которые позво-

лили подавить высокочастотные колебания свободной поверхности и провести

исследование линейной стадии развития неустойчивости Рэлея — Тейлора.

Проведенные тесты показали возможность моделирования течения слабо-

сжимаемой жидкости балансно-характеристическими методами на расчетных

сетках в смешанных эйлерово-лагранжевых координатах. При этом при прове-

дении неустойчивых расчетов некоторые ячейки растягивались или сужались

почти в 2 раза до «обрушения» расчета, что говорит о высокой робастности

разработанного метода. В случае расчетов устойчивых колебаний свободной

поверхности введенные силы поверхностного натяжения не привносили в мо-

дель существенной численной вязкости.
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