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ABSTRACT
This is the second part of our book on continuous statistical distributions. It covers inverse-Gaussian,
Birnbaum-Saunders, Pareto, Laplace, central �2, T, F, Weibull, Rayleigh, Maxwell, and extreme
value distributions. Important properties of these distribution are documented, and most common
practical applications are discussed.This book can be used as a referencematerial for graduate courses
in engineering statistics, mathematical statistics, and econometrics. Professionals and practitioners
working in various fields will also find some of the chapters to be useful.

Although an extensive literature exists on each of these distributions, we were forced to limit
the size of each chapter and the number of references given at the end due to the publishing plan of
this book that limits its size. Nevertheless, we gratefully acknowledge the contribution of all those
authors whose names have been left out.

Some knowledge in introductory algebra and college calculus is assumed throughout the book.
Integration is extensively used in several chapters, and many results discussed in Part I (Chapters 1
to 9) of our book are used in this volume.

Chapter 10 is on Inverse Gaussian distribution and its extensions. The Birnbaum-Saunders
distribution and its extensions along with applications in actuarial sciences is discussed in Chap-
ter 11. Chapter 12 discusses Pareto distribution and its extensions. The Laplace distribution and
its applications in navigational errors is discussed in the next chapter. This is followed by central
chi-squared distribution and its applications in statistical inference, bioinformatics and genomics.
Chapter 15 discusses Student’s T distribution, its extensions and applications in statistical infer-
ence. The F distribution and its applications in statistical inference appears next. Chapter 17 is on
Weibull distribution and its applications in geology and reliability engineering. Next two chapters
are on Rayleigh and Maxwell distributions and its applications in communications, wind energy
modeling, kinetic gas theory, nuclear and thermal engineering, and physical chemistry. The last
chapter is on Gumbel distribution, its applications in the law of rare exceedances.

Suggestions for improvement are welcome. Please send them to rajan.chattamvelli@vit.ac.in.

KEYWORDS
Birnbaum–Saunders distribution, chi-squared distribution, electronics, Gumbel dis-
tribution, Laplace distribution, Maxwell distribution, mean deviation, Pareto distribu-
tion, Rayleigh distribution, size-biased distributions, survival function, truncated dis-
tributions, Weibull distribution



ix

Contents
List of Figures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xv

List of Tables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvii

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xix

Glossary of Terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxi

10 Inverse Gaussian Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
10.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

10.1.1 Alternate Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
10.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
10.3 Properties of IGD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

10.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
10.3.2 Tail Areas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
10.3.3 Extensions of IG Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

10.4 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
10.4.1 Reliability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
10.4.2 Analysis of Reciprocals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

10.5 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

11 Birnbaum–Saunders Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
11.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

11.1.1 Derivation of BSD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
11.1.2 Alternate Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

11.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
11.3 Properties of BS Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

11.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
11.4 Tail Areas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
11.5 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
11.6 Extensions of BS Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

11.6.1 Log BS Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174



x

11.7 Random Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
11.8 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

11.8.1 BS Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
11.8.2 Actuarial Sciences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

11.9 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

12 Pareto Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

12.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
12.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
12.3 Properties of Pareto Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

12.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
12.3.2 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
12.3.3 Random Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

12.4 Extensions of Pareto Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
12.4.1 Truncated Pareto Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
12.4.2 Size-biased Pareto Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

12.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
12.5.1 Insurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
12.5.2 Inventory Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

12.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

13 Laplace Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

13.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
13.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
13.3 Properties of Laplace Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

13.3.1 Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
13.4 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
13.5 Extensions of Laplace Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

13.5.1 Asymmetric-Laplace Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
13.5.2 Log-Laplace Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

13.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
13.6.1 Astronomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
13.6.2 Navigational Errors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

13.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199



xi

14 Central Chi-squaredDistribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
14.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
14.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
14.3 Properties of �2 Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

14.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
14.3.2 Moment Recurrences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
14.3.3 Additivity Property . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
14.3.4 Approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

14.4 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
14.5 Extensions of �2 Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

14.5.1 Size-biased �2 Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
14.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

14.6.1 �2-Test for Variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
14.6.2 Contingency Tables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
14.6.3 �2-Test for Independence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
14.6.4 �2-Test for Goodness of Fit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
14.6.5 Minimum �2-Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
14.6.6 Likelihood Ratio Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
14.6.7 �2-Plots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
14.6.8 Bioinformatics and Genomics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

14.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

15 Student’s T Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
15.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
15.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
15.3 Properties of T Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

15.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
15.3.2 Tail Areas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
15.3.3 Approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

15.4 Random Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
15.5 Extensions of T Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

15.5.1 Folded T Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
15.5.2 Skew T Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

15.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
15.6.1 T -Test for Means . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
15.6.2 T -Test for Linear Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225



xii

15.6.3 T -Test for Correlation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
15.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

16 F Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
16.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

16.1.1 Alternate Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
16.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
16.3 Properties of F Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

16.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
16.3.2 Moment Recurrences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
16.3.3 Approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

16.4 Tail Areas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
16.5 Extensions of F Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

16.5.1 Size-biased F Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
16.6 Fisher’s Z Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

16.6.1 Properties of Fisher’s Z Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
16.6.2 Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
16.6.3 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

16.7 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
16.7.1 F -Test for Equality of Variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
16.7.2 F -Test for Equality of Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

16.8 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

17 Weibull Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
17.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
17.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
17.3 Properties of Weibull Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

17.3.1 Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
17.3.2 Random Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
17.3.3 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

17.4 Generalized Weibull Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
17.5 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
17.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

17.6.1 Weibull Plots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
17.6.2 Geology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
17.6.3 Reliability Engineering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

17.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243



xiii

18 RayleighDistribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
18.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
18.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
18.3 Properties of Rayleigh Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

18.3.1 Moments and Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
18.4 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
18.5 Generalized Rayleigh Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
18.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

18.6.1 Rayleigh Fading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
18.6.2 Wind Energy Modeling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

18.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

19 Maxwell Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
19.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
19.2 Alternate Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

19.2.1 Derivation of the PDF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
19.3 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256
19.4 Properties of Maxwell Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257

19.4.1 Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
19.5 Extensions of Maxwell Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
19.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260

19.6.1 Kinetic Gas Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
19.6.2 Chemistry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

19.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

20 Gumbel Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
20.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

20.1.1 Alternate Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
20.2 Relation to Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
20.3 Properties of Gumbel Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

20.3.1 Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
20.3.2 Order Statistic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

20.4 Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
20.5 Generalization of Gumbel Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
20.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

20.6.1 Law of Rare Exceedances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270



xiv

20.6.2 Bioinformatics and Genomics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
20.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

Authors’ Biographies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295



xv

List of Figures

10.1 Inverse Gaussian distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

11.1 Birnbaum–Saunders distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
11.2 Sinh-Normal (log-BSD) distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

12.1 Pareto distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

13.1 Laplace distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

14.1 Chi-squared distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

15.1 T distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
15.2 Skew T distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

16.1 F distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

17.1 Weibull distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

18.1 Rayleigh distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

19.1 Maxwell distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

20.1 Gumbel distributions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266



xvii

List of Tables

10.1 Properties of inverse Gaussian distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

11.1 Properties of BS distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

12.1 Properties of Pareto distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

13.1 Properties of Laplace distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

14.1 Properties of central �2 distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
14.2 �2 test for consistency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

15.1 Properties of T distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

16.1 Properties of F distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
16.2 Properties of Z distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

17.1 Properties of Weibull distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

18.1 Properties of Rayleigh distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

19.1 Properties of Maxwell distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

20.1 Properties of Gumbel distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268



xix

Preface
Continuous distributions are encountered in several engineering fields.They are used either tomodel
a continuous variate (like time, temperature, pressure, amount of rainfall) or to approximate a dis-
crete variate. This book (in two parts) introduces the most common continuous univariate distribu-
tions. A comprehensive treatment requires entire volumes by itself, as the literature on these dis-
tributions are extensive and ever-increasing. Hence, only the most important results that are of
practical interest to engineers and researchers in various fields are included. Professionals working
in some fields usually encounter only a few of the distributions for which probability mass function
(PMF), probability density function (PDF), cumulative distribution function (CDF), survival func-
tion (SF) (complement of CDF), or hazard rate are needed for special variable values. These appear
in respective chapters.

Rajan Chattamvelli and Ramalingam Shanmugam
July 2021
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