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Modeling of bumping routes in the RSK algorithm 
and analysis of their approach to limit shapes
N. N. Vassilieva,b,ǡPhD, Phys.-Math., Senior Researcher, orcid.org/0000-0002-0841-1168
V. S. Duzhinb, PhD, Phys.-Math., Senior Lecturer, orcid.org/0000-0001-8399-284X, vsduzhin@etu.ru
A. D. Kuzminb, Master Student, orcid.org/0000-0001-9975-4686
aSaint-Petersburg Department of V. A. Steklov Institute of Mathematics of the RAS, 27, Fontanka, 191023, 
Saint-Petersburg, Russian Federation
bSaint-Petersburg Electrotechnical University «LETI», 5, Prof. Popov St., 197376, Saint-Petersburg, 
Russian Federation 

Introduction: The RSK algorithm establishes an equivalence of finite sequences of elements of linearly ordered sets and pairs of 
Young tableaux P and Q of the same shape. Of particular interest is the study of the asymptotic limit, i. e., the limit shape of the so-called 
bumping routes formed by the boxes of tableau P affected in a single iteration of the RSK algorithm. The exact formulae for these limit 
shapes were obtained by D. Romik and P. Śniady in 2016. However, the problem of investigating the dynamics of the approach of bumping 
routes to their limit shapes remains insufficiently studied. Purpose: To study the dynamics of distances between the bumping routes and 
their limit shapes in Young tableaux with the help of computer experiments. Results: We have obtained a large number of experimental 
bumping routes through a series of computer experiments for Young tableaux P of sizes up to 4·106, filled with real numbers in the range 
[0, 1] and sets of inserted values α  [0.1, 0.15, … , 0.85]. We have compared these bumping routes in the L2 metric with the corresponding 
limit shapes and have calculated the average distances and variances of their deviations from the limit shapes. We refined the parameters 
in the empirical formula for the rate of approach of discretized bumping routes to their limit shapes. Also, the experimental parameters 
of the normal distributions of the deviations of the bumping routes are obtained for various input values.

Keywords — RSK algorithm, RSK correspondence, Young tableau, Plancherel measure, Vershik — Kerov curve, bumping route, limit 
shape, linearly ordered set, numerical experiment, asymptotic combinatorics.

Articles

For citation: Vassiliev N. N., Duzhin V. S., Kuzmin A. D. Modeling of bumping routes in the RSK algorithm and analysis of their approach 
to limit shapes. Informatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information and Control Systems], 2022, no. 6, pp. 2–9. doi:10.31799/1684-
8853-2022-6-2–9, EDN: WRCOSH

Introduction

The Robinson — Schensted — Knuth (RSK) al-
gorithm [1–3] appears in various contexts of mathe-
matics, physics, computer science and their applica-
tions [4, 5]. Despite its purely combinatorial nature, 
RSK has many deep connections with algebra, er-
godic theory, and the theory of dynamical systems. 
In these days, more and more papers appear in 
which new and unexpected properties of this algo-
rithm are revealed.

The geometry and combinatorics of the bump-
ing routes of the RSK algorithm was studied [6–10] 
both theoretically and with the help of computer ex-
periments. In [6], the asymptotic behaviour of the 
convergence of bumping routes to their limit shapes 
was studied, and exact equations describing such 
limit shapes were also obtained. In this paper, we 
study the dynamics of convergence of the generated 
bumping routes to their limit shapes. Similar simu-
lations have already been performed in [9], but com-
pared to this work, the scheme of experiments was 
significantly changed. In particular, the number 
of Young tableaux involved in the simulation was 
increased, and a larger number of limit shapes of 

bumping routes, to which the experimental curves 
tend, was considered. Here we chose another method 
for comparing the experimentally obtained bump-
ing routes with their corresponding limit curves. 
Since the end of the limit shape of a bumping route 
may not coincide with the end of the experimentally 
calculated bumping route, the projections of these 
functions onto the x axis are generally defined on 
different intervals. At the same time, in [9] to cal-
culate the deviation of a bumping route from the 
theoretical limit shape, we scaled the experimental 
bumping route by multiplying its domain of defini-
tion by some constant so that its end coincides with 
the theoretical one. Finally, the L2 distance between 
the scaled experimental bumping route and the the-
oretical curve was calculated.

This approach led to a significant divergence of 
the projections of the curves on the y axis and, as a 
result, to an inaccurate estimation of the distance 
between the curves. Therefore, we subsequent-
ly abandoned such a scheme. In this article, these 
curves are compared on the common interval of 
their definition, i. e., the maximum common value 
of their projections on the x axis is chosen. Then the 
distance between the theoretical and experimental 
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curves in the L2 metric is evaluated. This distance 
is calculated at some fixed number of points on this 
common definition interval.

RSK algorithm

The classical RSK algorithm and its generaliza-
tions [1–3] consist of mapping some input sequence 
of elements of some linearly ordered set to a pair of 
Young tableaux of the same shape: insertion tableau P
and recording tableau Q. The entries of the input 
sequence are processed one by one. If the next entry 
is the maximum in the first column of the tableau P, 
then a new box is added to the tableau on top of the 
first column. Otherwise, the element is written to 
the box of the first column with the closest greater 
value, which is then bumped into the second column. 
Likewise, the bumped value can either take the po-
sition at the top of the second column, or bump the 
closest greater value to the third one. The iteration 
of the algorithm ends when the next bumped value 
turns out to be the maximum in column j and a box 
with coordinates (i, j) is added to the tableau P. After 
that, a box filled by the index of the current element 
of the input sequence adds to tableau Q at the same 
position (i, j). Thus, the insertion tableau consists 
of inserted values and is semi-standard Young tab-
leau (SSYT) [11, 12], i. e., its values strictly increase 
along the columns and non-strictly along the rows. 
The recording tableau is a standard Young tableau

(SYT), i. e. the values in it are strictly ordered both 
in rows and columns.

Figure 1 shows an example of the RSK corre-
spondence between a finite sequence of integers 
and a pair of Young tableaux P, Q. The arrows con-
nect the boxes through which the values are bumped 
during one iteration of the RSK algorithm when 
processing the number 9. The sequence of such box-
es is called the bumping route. 

In this work, we use the so-called French no-
tation for Young tableaux such as the boxes are 
aligned along the x and y axes. Another notation of-
ten used in literature is known as Russian notation. 
It is obtained from the French one by rotating the 
coordinate axes by 45 degrees clockwise. In Fig. 1, 
French notation corresponds to the x, y axes, and 
Russian notation corresponds to the u, v axes.

One of important properties of the RSK algo-
rithm is the fact that when applied to a sequence of 
random uniformly distributed numbers, the result-
ing tableaux P and Q have the so-called Plancherel 
distribution [13]. When the size of the tableaux 
grows, their profiles tend to some limit shape , 
which is described by the Vershik — Kerov curve 
[14], given in Russian notation as follows:

22
4

2
( ) arcsin .u
u u u        

  (1) 

The limit shapes of the bumping routes are de-
termined by the following formulae [6]: 

 Fig. 1. RSK correspondence between an integer sequence and a pair of Young tableaux



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 20224

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

 

21 1 4
2 4 2

( ) arcsin ,u u u
F u

     
    

 |u|  2;  (2)

 

1( ) ,u t t F
t




    
 

 0    t  1;  (3)

 

1( ) ,v t t F
t




        
 0    t  1;  (4)

 2
( ) ( )( ) ;v t u t

y t  



   (5)

 2
( ) ( )( ) ;v t u t

x t  



   (6)

 

1 1
1

2
( ( )) ( )( ) ( ) ;F F

x
 


   

      (7)

 
1( ) ( ( )),s y x s

     0  s  (),  (8)

where  is the input value; t is the intermediate 
value on the bumping route; u(t), v(t), x(t), y(t) 
are the projections of the coordinates of the position 
where the value t was bumped when the input value 
 was processed onto the corresponding axes of the 
Russian and French notation; () is the projection 
of the intersection point of the bumping route and 
the Vershik — Kerov curve (1) onto the x axis; (s) 
is the projection of the position on the bumping 
route onto the y axis.

The goal of this article is to study the deviations 
of the experimental bumping routes from their limit 
shapes. We consider sequences consisting of random 
real numbers uniformly distributed in the interval 
[0, 1].

Computer experiments

Let us describe the computational experiments 
on modeling the bumping routes in the RSK algo-
rithm and studying their deviations from the lim-
it shapes. With the help of the RSK algorithm, we 
generated a set of random pairs of SSYT P and 
SYT Q of some fixed size n, distributed according 
to the Plancherel measure [13]. Then, again using 
the RSK algorithm, a certain value of  was insert-
ed into each of the tableaux P. The bumping route 
corresponding to this value was calculated, i. e., the 
sequence of normalized coordinates of the boxes 
(xi, yi), bumped during the iteration of the algo-
rithm. We divide the coordinates by n  to normal-
ize the area under the profile of the tableau to make 
it equal to one. Such a normalization is necessary 
to compare these bumping routes with the limit 
curves, which are defined by formulae (1)–(8). 

As can be seen from formulae (3), (4), in order 
to calculate a coordinate on the limit shape of a 

bumping route, it is necessary to calculate the func-
tion inverse to F from (2). To solve this problem, we 
formed a table T1, in which each value u  [–2, …, 2], 
listed with the step 4 · 10–6, was associated with the 
corresponding value of the function F. To calculate 
u = F–1, the row with the closest value to F was se-
lected in T1. Similarly, for the calculation 1( )x s

  
from (8), a series of tables T were compiled, for the 
values of  defined in the range [, …, 1] with the 
step 10–6. So, each of T specifies the correspond-
ence t(x).

Let us describe how we calculated the coordi-
nates (x*, y*) on the limit shape of a bumping route 
corresponding to the pair of coordinates (x, y) on an 
experimental path. Firstly, it is necessary to calcu-
late 1( )x s

  from (8). To do this, we find in T the 
value x* closest to x, which corresponds to some val-
ue t. To calculate y* = y(t), t is substituted into (5). 
To calculate u(t) and v(t), we find in table T1 the 

value of F closest to 
t


 which corresponds to F–1. 

Then, the root-mean-square distance S between 
the coordinates (x, y) of the boxes of the constructed 
bumping route and the corresponding coordinates 
(x*, y*) of the limit curve was calculated. Thus, we 
calculated the distance in the L2 metric between a 
stepwise bumping route and the limit shape corre-
sponding to the given insertion value.

To estimate the number k of generated Young 
tableaux of size n = 106 required to reliably calcu-
late the standard deviation of distances S for a given 
value of the input parameter , a series of random 
sets of Young tableaux was constructed. For   [0.1, 
…, 0.85], with the step 0.05, the S values of the cor-
responding bumping route were calculated for each 
tableau in generated sets. Then, we calculate the 
averages and variances of S for the first k = 100, 
200, …, 104 tableaux. Figure 2, a shows the depend-
ence curves of the average value of S on the num-
ber of bumping routes considered. We constructed 
10 random sets of 104 Young tableaux of size 106 for 
 = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 and 0.9.

It could be concluded that the spread in the val-
ues of standard deviations decreases significant-
ly with an increase in the number of experiments. 
Moreover, even if we take 1000 tableaux of size 106, 
the spread can be considered quite acceptable. This 
conclusion is also confirmed by the variance plot 
of S values (Fig. 2, b) obtained during this experi-
ment — the variance decreases with an increase in 
the number of tableaux considered, which is in line 
with our expectations.

Note that Fig. 2, b shows only a segment of the 
graph for the number of tableaux from 1000 to 
5000, since the variance curves are difficult to dis-
tinguish in a larger scale. For the number of tab-
leaux up to 104, the variances still decrease mono-
tonically.
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Dependence of the distance between 
the experimental and limit curves on the size 
of Young tableaux

In this numerical experiment, the dynamics 
of convergence of bumping routes to limit curves 
with increasing size of Young tableaux was studied. 
The size of considered tableaux varied in the range 
n  [105, …, 4 · 106] with the step 105. For each size, 
a fixed number of k pairs of tableaux P and Q were 
generated: k = 104 tableaux of sizes from 105 to 
106 and k = 1000 tableaux of sizes from 11 · 105 to 
4 · 106. Then, using the RSK algorithm, input values 
  [0.1, …, 0.85] were inserted into each of the ob-
tained tableaux P with the step 0.05. 

For each of the k const ructed bumping routes 
of size n, the mean and variance of the root-mean-
square distance S were calculated. For a set of fixed 
values of , the behaviour of the calculated mean 
values and variances was studied depending on oth-
er parameters. 

It is obvious that an experimentally obtained 
bumping route do not coincide with the correspond-
ing limit shape. Moreover, both their domains of 
definition and their shapes differ. It was decided to 
calculate the values of S only on those intervals on 
which both the experimental bumping routes and 
their limit shapes were determined. The sections of 
the bumping routes given by the computer experi-
ment, which go beyond the intervals of existence of 
the limit shapes, did not participate in the calcula-
tion of S.

It was shown in [9] that the deviations of the 
bumping routes from the limit shapes for large val-
ues of n are well approximated by an empirically ob-
tained function of the form

 

1 1
4 2( ) .f n a n b n

 
      (9) 

Thus, the convergence turns out to be quite 
slow. The results of calculating the deviations ob-
tained in the framework of computer experiments 
were approximated using the function (9) with free 

parameters a and b. The table below shows the 
values of the obtained parameters for some input 
numbers , as well as the maximum deviations  
of the approximation curves from the experimental 
bumping routes. The values of  show that the ap-
proximation accuracy of the empirical formula (9) 
is quite high.

Figure 3, a, b shows approximation curves 
for input values   [0.1, ..., 0.85] with the step 
0.05. It is easy to see that the largest deviations 
of the bumping routes from the limit shapes are 
achieved at  = 0.4 and 0.45, and the smallest at 
0.1 and 0.85.

  Fig. 2. Dependence of means of S (a) and variances of S (b) on the number of considered Young tableaux of size 106 for 
input values  = 0.1 (▬), 0.3 (▬), 0.5 (▬), 0.7 (▬), 0.9 (▬)

×

×

  Values of the coefficients a and b depending on inserted 
values of  and the maximum deviations  of the approxima-
tion curves from the experimental bumping routes

 a b 

0.1 0.244 0.191 0.000217

0.15 0.270 0.184 0.000239

0.2 0.285 0.213 0.000349

0.25 0.296 0.236 0.000301

0.3 0.302 0.264 0.000209

0.35 0.303 0.325 0.000249

0.4 0.305 0.319 0.000202

0.45 0.304 0.331 0.000298

0.5 0.296 0.475 0.000230

0.55 0.289 0.597 0.000211

0.6 0.281 0.622 0.000233

0.65 0.266 0.826 0.000294

0.7 0.253 0.914 0.000216

0.75 0.233 1.136 0.000270

0.8 0.210 1.457 0.000228

0.85 0.179 1.925 0.000167
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The corresponding variances of the distances be-
tween the experimental curves and the limit shapes 
are shown in Fig. 4. As can be seen, the variances 
decrease for all considered input values, although 
not monotonically. Also note that as n increases, the 
spread of variances for different  decreases.

The coordinates distributions of the ends 
of the bumping routes obtained in the experiment

Within the framework of our computer experi-
ments, we have studied the coordinates distribu-
tions of the ends of the bumping routes. Also we es-
timated the values of the parameters of the function 
approximating these distributions. This experiment 
actually uses only end points of bumping routes in-
stead of their entire trajectories as the previous one.

In these calculations, we fixed the input value 
, the number of considered tableaux k and the size 
of the tableaux n. Fig. 5, a demonstrates 20 bump-
ing routes for each input value  = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 
0.9 inserted into a tableau of size 106, as well as the 
Vershik — Kerov limit shape (1). The correspond-
ing limit curves are dashed. Examples of individual 
bumping routes for the same set of  are shown in 
Fig. 5, b. Figure 5, c shows some final parts of the 
bumping routes in a high zoom level for the case 
 = 0.5. The ends of the bumping routes are marked 
with red circles.

To study the distribution of the values of the end 
points, we calculated the number of coordinates be-
longing to one or another range in x. As a result, we 

  Fig. 3. Approximation curves of average distances between bumping routes in Young tableaux with sizes from n = 105 
to 4·105 and limit curves corresponding to input values   [0.1(▬), ..., 0.4(▬)] (a); α [0.45(▬), ..., 0.85(▬)] (b) with the 
step 0.05

× ×

× ×

  Fig. 4. Variances of distances between bumping routes 
in Young tableaux with sizes from n = 105 to 4·106 and 
limit curves corresponding to input values   [0.1, ..., 
0.85] with the step 0.05 

×

×

  Fig. 5. The spread of the coordinates of the ends of bumping routes for the input values  = 0.1 (▬), 0.3 (▬), 0.5 (▬), 
0.7 (▬), 0.9 (▬), the limit shapes of bumping routes (–  ––  –), and the Vershik— Kerov limit shape (▬) for 20 (a), 1 (b) bumping 
routes, and 100 zoomed final parts of the bumping routes for  = 0.5 (c)
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obtained a series of frequency histograms that dis-
play how these projections are distributed. An exam-
ple of one of such histograms is shown in Fig. 6. It 
is constructed for 105 bumping routes in tableaux of 
size 106, when processing an input number  = 0.5.

As can be seen from the figure, the distribu-
tion of the projection coordinates of the ends of 
the bumping routes is in good agreement with the 
normal distribution with the parameters   0.63, 
  0.023. Figure 7, a, b shows the distribution pa-
rameters given by approximating the frequencies of 
the coordinates of the end points. We considered in-
put values of   [0.1, ..., 0.85].

As can be seen from the presented graphs, the 
dependence of the parameter  of the normal dis-
tribution is close to linear on the studied interval 
of input values. The parameter  is estimated less 
reliably than the amplitude , and the results do not 
allow us to draw a conclusion about the form of such 
a dependence.

The software package developed to perform the 
experiments is implemented in C++ with the aid 
of OpenMP. Experiments use significant computer 
resources both in terms of memory and time cost. 
Our calculations were carried out for more than 
two weeks of continuous computations on the server 
Ubuntu 20.04.2 LTS, 240Gb RAM, Xeon Gold 5218.

Conclusion

Here we have described the results of our com-
puter simulation of the bumping routes in the RSK 
algorithm obtained on a very large dataset consist-
ing of extra large Young tableaux. We have studied 
the deviation of these bumping routes from the cor-
responding theoretical limit shapes.

Our computer experiments show good agree-
ment with the theoretical results obtained in [6] and 
confirm the empirical asymptotics of the approxi-
mation of the bumping routes to their limit shapes. 
Convergence turns out to be rather slow with the 

principal term proportional to 
1
4 .n


 As in many 

problems of asymptotic combinatorics, such exper-
iments require the involvement of a huge number 
of large Young tableaux. A similar problem and the 
RSK algorithm itself, are also defined for the case 
of strict Young tableaux and the Plancherel process 
on the Schur graph [15–17]. These two Plancherel 
processes have a close relationship. The limit shapes 
of the bumping routes for the strict Plancherel tab-
leaux can be derived from ones in the standard case.
But, it should be noted that it is possible to construct 
much larger Young tableaux on the Schur graph. As 
a result, it could be possible to obtain much more 
accurate determination of the parameters of the 
obtained distributions. So, in the future we plan to 
extend our research to the strict case. For this, it 
is also planned to expand the functionality of our 
specialized software.
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Моделирование путей выталкиваний в алгоритме RSK и анализ их приближения к предельной форме
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бСанкт-Петербургский государственный электротехнический университет «ЛЭТИ», Санкт-Петербург, 
ул. Профессора Попова, 5, Санкт-Петербург, 197376, РФ

Введение: алгоритм RSK устанавливает эквивалентность последовательностей элементов линейно упорядоченных множеств и 
пар таблиц Юнга P и Q одинаковой формы. Отдельный интерес представляет исследование асимптотического предела, т. е. предель-
ной формы так называемых путей выталкиваний, образуемых выталкиваемыми алгоритмом клетками таблицы P. Точные формулы 
для этих предельных форм были ранее получены Д. Ромиком и П. Сняды в 2016. Однако проблема изучения динамики стремления 
путей выталкиваний к их предельным формам остается недостаточно исследованной. Цель: исследовать динамику отклонения пу-
тей выталкиваний от их предельных форм в таблицах Юнга с помощью компьютерных экспериментов. Результаты: в проведенной 
серии компьютерных экспериментов для таблиц Юнга P размеров до 4·106, заполненных вещественными числами в диапазоне [0, 1], 
и наборов вставляемых значений   [0.1, 0.15, … , 0.85] получено большое количество экспериментальных путей выталкиваний, 
которые сравнивались в метрике L2 с соответствующими предельными формами. Вычислены средние расстояния и дисперсии их 
отклонений от предельных кривых. Уточнены параметры в эмпирической формуле для скорости приближения дискретизированных 
путей выталкиваний к их предельной форме. Получены экспериментальные параметры нормальных распределений отклонения 
путей выталкиваний для различных входных значений. 

Ключевые слова — алгоритм RSK, соответствие RSK, таблица Юнга, мера Планшереля, кривая Вершика — Керова, путь вы-
талкиваний, предельная форма, линейно упорядоченное множество, численный эксперимент, асимптотическая комбинаторика.
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Введение: при перемещении грузов вǡконвейерной системе необходимо минимизировать не только время транспортировки, 
но иǡэнергию, затрачиваемую на это перемещение. Энергия перемещения является не декомпозируемой по ребрам функцией, 
что не позволяет применить кǡозначенной задаче классические алгоритмы маршрутизации. Цель: разработать алгоритм марш-
рутизации, адаптивный кǡизменениям вǡтопологии графа маршрутизации иǡспособный оптимизировать время доставки иǡза-
трачиваемую электроэнергию. Результаты: предложен алгоритм на основе мультиагентного глубокого обучения сǡподкрепле-
нием, помещающий агентов вǡвершины графа конвейерной сети, использующий новую функцию ценности состояний. Алгоритм 
имеет два настраиваемых параметра: длину пути, по которой считается функция ценности состояния, иǡкоэффициент обучения. 
Благодаря подбору параметров выявлено, что оптимальными значениями являются 2 иǡ1 соответственно. На основе экспери-
ментального исследования алгоритма сǡиспользованием симуляционной модели установлено, что его применение позволяет 
свести кǡнулю число столкновений перемещаемых объектов, обеспечивая достижение устойчивых результатов работы по обо-
им оптимизируемым функционалам, а также приводит кǡменьшему потреблению электроэнергии вǡсравнении сǡреферентным 
алгоритмом. Практическая значимость: предложенный алгоритм может быть использован для уменьшения времени иǡэнергии 
доставки при управлении конвейерными системами.
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Введение

Одним из пластов развития современной 
постиндустриальной цивилизации является 
удешевление доставки грузов за счет построения 
сложных логистических цепочек между центра-
ми производства и до конечного потребителя. 
Минимизация затрат на логистику и управление 
логистикой позволяет формировать новые бизне-
сы в парадигме логистика-как-сервис, к которым 
относятся компании по доставке еды и продук-
тов и компании, связывающие таксистов и по-
требителей [1].
Одновременно с этим растет и число матема-

тических постановок такого рода задач, пытаю-
щихся вобрать в себя все больше факторов, что-
бы обеспечить применимость найденного ана-
литическим или вычислительным способом ре-
шения к исходной проблеме реального мира. Это 
порождает богатое и неоднородное семейство ма-

тематических постановок задач маршрутизации, 
тяготеющее к росту числа учитываемых ограни-
чений [2]. 
Одно из принципиальных и наиболее уни-

версальных таких ограничений — требование 
адаптируемости решения к изменению исход-
ных условий задачи, например топологии графа 
[2–4]. Это требование продиктовано регулярны-
ми непредсказуемыми воздействиями внешней 
для проблемы среды. Например, на дорогах 
возникают пробки, каналы связи обрываются, 
пути подвоза подвергаются естественным раз-
рушениям. 
Настоящая работа посвящена задаче маршру-

тизации штучных грузов в конвейерных систе-
мах. Она возникает в промышленном производ-
стве [6, 7], в аэропортах в системах распределения 
багажа [8], в теплицах [9]. Такие конвейерные 
системы характеризуются высокой значимостью 
оптимизации потребляемой электроэнергии [5].
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Целью данной статьи является разработка 
алгоритма маршрутизации, адаптивного к изме-
нениям в топологии графа и способного оптими-
зировать время доставки и затрачиваемую элект-
роэнергию. В качестве основы для разработки 
алгоритма был выбран подход, использующий 
мультиагентное глубокое обучение с подкреп-
лением, поскольку мультиагентные подходы 
известны хорошей адаптивностью под условия 
среды [10], а глубокое обучение с подкреплением 
позволяет обучать сложные модели управления 
[11].

Формальная постановка задачи

Задача маршрутизации ставится для некото-
рого графа G = ⟨E, V⟩, где E — множество ребер, 
а V — множество вершин. Будем полагать, что 
граф ориентированный. Назовем грузом объ-
ект, который будет транспортироваться по дан-
ному графу. Необходимо оценивать затраты на 
доставку груза из вершины b в вершину d. Для 
этого будем считать, что известна стоимость 
c(i, j) каждого ребра (vi, vj) ∈ E. В данном гра-
фе при заданных b и d необходимо проложить 
маршрут наименьшей стоимости из b в d:
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    (1)

Рассмотрим более частный случай, а имен-
но постановку задачи маршрутизации для кон-
вейерных систем. Модель должна учитывать: 
1) возможность столкновения транспортируемых 
грузов, что является крайне нежелательным со-
бытием при транспортировке; 2) затрачиваемую 
на перемещение энергию. Эти ограничения фор-
мируют множество функций оценки качества ре-
шения.
Отсутствие столкновений грузов является 

критически важным условием для работы ал-
горитма маршрутизации конвейерных систем. 
Формализуем это условие. Введем параметр 
d > 0, который будет отвечать за минимальное 
допустимое расстояние между грузами; если 
в какой-то момент времени расстояние будет 
меньше d, то система будет фиксировать факт 
столкновения (рис. 1). 
Затрачиваемая на перемещение энергия хотя 

и положительно скоррелирована со временем до-
ставки, но не эквивалентна ему. В конвейерных 
лентах энергия тратится на перемещение ленты 
по участку пути, а не на перемещение конкрет-
ного груза, поэтому совокупная энергия, потра-

ченная на перемещение нескольких грузов по 
одному длинному участку пути, может оказаться 
меньше, чем энергия, потраченная на перемеще-
ние отдельно каждого груза на нескольких ко-
ротких участках пути. 
Для описания затрачиваемой энергии была 

использована формула [12]

 
    ,c bM m V

P V





  (2)

где V — мгновенная скорость ленты конвейера; 
Mc — величина полного сопротивления движе-
нию, которая зависит от массы всех объектов mb, 
перемещающихся на ленте;  — КПД конвейер-
ной системы.
С точки зрения постановки задачи оптими-

зации отличие функционала энергии от функ-
ционала времени доставки заключается в более 
сложной математической природе первого, явля-
ющегося не декомпозируемым по ребрам и объ-
ектам, что затрудняет поиск решения класси-
ческими алгоритмами. Функция называется де-
композируемой, если ее можно разложить на от-
дельные части. Например, время доставки груза 
можно представить как сумму значений времени 
по ребрам. В случае энергии данное разложение 
невозможно, поскольку значение затрачиваемой 
энергии является динамической величиной, опи-
сываемой формулой (2).

Маршрутизация на основе обучения 
с подкреплением

Классические алгоритмы маршрутизации, та-
кие как, например, алгоритм Дейкстры [13], не 
позволяют решать задачу поиска оптимального 
по не декомпозируемому по ребрам функционалу 
пути. Применимым для такого рода задач под-
ходом является обучение с подкреплением, по-
зволяющее работать с более широким семейством 
функционалов, чем классические алгоритмы [14]. 
Обучение с подкреплением является обла-

стью машинного обучения и отличается в поста-
новке задачи наличием взаимодействия агента 
со средой, которое заключается в итеративном 
совершении действий агентом и получении в от-

  Рис. 1. Пример столкновения грузов на конвейере
  Fig. 1. An example of collision of cargo pieces on a con-

veyor
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вет награды. В процессе обучения агент ищет 
оптимальную стратегию для наиболее эффек-
тивного с точки зрения введенного функциона-
ла взаимодействия со средой. Развитие нейрон-
ных сетей сформировало подраздел глубокого 
обучения с подкреплением. Данный подход ис-
пользует непрерывную обратную связь, чтобы 
подстраиваться под текущее состояние среды. 
Это позволяет создавать алгоритмы с высоким 
уровнем адаптивности под изменчивые условия, 
что является крайне важным свойством при раз-
работке алгоритмов маршрутизации для конвей-
ерной сети.

Q-routing
Алгоритм Q-routing использует в основе ме-

тод обучения с подкреплением, но без нейрон-
ных сетей [15]. Удобно считать, что в каждую 
вершину графа помещен агент, а выбор соседа 
для передачи груза является списком доступных 
действий. С каждой вершиной ассоциирована 
таблица оценок ожидаемой награды при выбо-
ре того или иного соседа для пересылки груза 
Qx(d, y), где x — текущая вершина, в которой на-
ходится груз; d — конечный пункт назначения; 
y — один из соседей вершины x, куда переме-
стится груз. Находясь в вершине x и стремясь 
направить объект в конечный пункт d, при пере-

сылке груза в вершину y агент получит награду 
Qx(y, d). Поскольку агент старается максимизи-
ровать значение функции Q, то его невозможно 
использовать для минимизации среднего вре-
мени доставки. Припишем весам всех ребер от-
рицательный знак и теперь рассмотрим в таком 
графе задачу максимизации среднего отрица-
тельного времени доставки, решение которой бу-
дет совпадать с решением исходной задачи. 
Ниже представлена формула, по которой про-

исходят обновления значений функции Q:

 Q*(s) = Q(s) + (r + Q(s) – Q(s)).  (3)

Данный подход обладает хорошей гибкостью, 
это связано с постоянным получением акту-
альной оценки действий агента из среды [16]. 
Существенным недостатком алгоритма является 
высокое потребление памяти, поскольку под таб-
лицы оценок необходимо выделить место.

DQN-routing
Алгоритм DQN-routing был описан в работе 

[17]. Базовая идея вдохновлена алгоритмом DQN 
[18]: обновления значений Q-функции аппрокси-
мируются нейронной сетью (рис. 2).
Она представляет сеть прямого распростра-

нения с двумя скрытыми слоями, размер каждо-

  Рис. 2. Архитектура нейронной сети DQN 
  Fig. 2. Architecture of the DQN neural network

–– –
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го слоя составляет 64 нейрона. Слои соединяют-
ся функцией активации гиперболического тан-
генса. Нейронная сеть принимает на вход 1) d — 
вершину назначения; 2) x — текущую вершину; 
3) y — одного из соседей x; 4) граф G, при этом 
для представления графа используется матрица 
смежности, а для представления вершин — пря-
мое кодирование. Вектором прямого кодирова-
ния вершины выступает вектор длины, равной 
числу вершин в графе, в котором на позиции 
номера вершины стоит единица, на остальных 
позициях стоят нули. Такой метод кодирования 
помогает избежать корреляции между номерами 
вершин, что повышает качество работы сети. На 
выходе сеть возвращает оценочную стоимость 
пути при выборе в качестве следующей верши-
ны на пути транспортировки груза соседа y. 
Данный подход обладает большей адаптив-

ностью по сравнению с алгоритмом Q-routing, 
однако имеет недостатки. Во-первых, он потреб-
ляет много памяти, так как хранит всю матри-
цу смежности в каждом узле, что делает данный 
подход применимым только на графах размерно-
сти порядка 100– 200 вершин. Во-вторых, требу-
ется предобучение сети.

DQN-LE
Развитием алгоритма DQN-routing является 

алгоритм DQN-LE [19]. Основное улучшение со-
стоит в том, что удалось избавиться от необходи-
мости передавать матрицу смежности, поскольку 
теперь по номерам вершин строятся векторные 
представления [20], которые отражают меру бли-
зости вершин. Функция активации была заме-
нена на ReLU, что ослабило проблему затухания 
градиента и, как следствие, увеличило скорость 
обучения агентов. 
Несмотря на то, что данный подход демон-

стрирует лучшие результаты работы в конвей-
ерной системе, алгоритм имеет ряд недостатков: 
1) сохраняется необходимость предварительного 
обучения; 2) приближение оценок путей считает-
ся недостаточно точно, что приводит к высокой 
дисперсии при работе алгоритма; 3) незначи-
тельное число параметров не позволяет прово-
дить более тонкую настройку работы алгоритма.

Алгоритм DQN-Path

Общее описание алгоритма
Предлагаемый в настоящей работе алгоритм 

DQN-Path основан на алгоритме DQN-LE. 
Средой для агента выступает конвейерная си-

стема. В качестве награды используются затра-
чиваемая энергия и время на перемещение гру-
за, взятое с противоположным знаком. Именно 
в таком случае максимизация полученной на-

грады будет соответствовать минимизации за-
траченных времени и энергии. 
В вершине xi расположен агент, с которым 

ассоциирована нейронная сеть Ai (архитектура 
которой показана на рис. 2). Нейронная сеть при-
нимает на вход векторные представления сосед-
ней вершины y и направления транспортировки 
d, а на выход возвращает ожидаемое значение 
награды Q. Агент принимает решение, исполь-
зуя стохастический подход, опираясь на softmax-
стратегию, при которой вероятность выбрать 
соседа y для пересылки ему груза определяется 
следующим образом:
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Основное отличие алгоритма DQN-Path от 
DQN-LE заключается в обучении агентов. Для 
объяснения воспользуемся рис. 3, на котором 
изображен маршрут движения груза. Через xi 
обозначены вершины, через 

it
r  — полученные 

награды, через Ai — нейронные сети агентов 
в соответствующих вершинах, d — вершина на-
значения перемещаемого груза. Обучение агента 
в вершине x1 происходит следующим образом. 
После принятого агентом решения груз отправ-
ляется в выбранном направлении, и по достиже-
нии им следующей вершины можно посчитать 
реально затраченные время и энергию и, как 
следствие, вычислить награду ,

it
r  полу ченную 

за прохождение выбранного агентом участка 
конвейерной ленты. 

Уточнение оценок
В алгоритме DQN-LE обучение агента в вер-

шине x1 происходило за счет обратного распро-
странения ошибки, которая вычислялась как 
квадрат невязки наблюдаемого значения ценно-
сти Q-функции и ее предсказания:

 
      2

1 1 2 1 2  , , ,Loss A Q x d A x d    (5)

где значение  1 2  ,Q x d  определялось по формуле 

 
   

11 2 2 3  , , .tQ x d r A x d     (6)

  Рис. 3. Пример перемещения одного груза
  Fig. 3. An example of a single cargo piece transporta-

tion
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Следует обратить внимание, что оценка ожи-
даемой награды, используемая в уравнении (6), 
является в значительной степени неточной, что 
может приводить к большой дисперсии резуль-
татов, как показывают описанные в следующем 
разделе эксперименты. Уточнение оценки приво-
дит к уменьшению ее смещенности. Для дости-
жения этого обратимся к стандартной формуле 
ценности состояния для обучения с подкрепле-
нием без использования нейронных сетей с од-
ним агентом, записанной в классическом виде 
[16], в которой пересчитывается оценка целевой 
функции после совершенного действия в состоя-
нии s и при переходе в состояние s:

 
        1

.tQ s Q s r Q s Q s     
 

 (7)

Перепишем ее в следующем виде:

 
       1

1 .tQ s Q s r Q s      
 

 (8)

Далее совершим замену:

       1 ,Q s Q s Q s    
  (9)

где

 
   

1
.tQ s r Q s      (10)

Уравнения (6) и (10) похожи, но имеют следу-
ющие различия:

1) в уравнении (6) имеются разные индексы 
у Q, это связано с тем, что разным индексам со-
ответствуют разные агенты; 

2) в уравнении (10) происходит обучение ме-
тодом экспоненциального скользящего среднего, 
в отличие от метода обратного распространения 
ошибок, использующего ошибку из уравнения 
(5); 

3) в уравнении (10) используется коэффици-
ент обучения . Добавив его к уравнению (6), по-
лучим 

 
   

11 2 2 3  , , .tQ x d r A x d      (11)

Следующая идея для улучшения этой оцен-
ки состоит в том, чтобы заменить значение A2 
на 2 ,Q  т. е. вместо предсказания оценки следу-
ющего агента воспользоваться полученной цен-
ностью состояния. Распишем, в свою очередь, 
оценку 2:Q

 
   

22 3 3 4  , , .tQ x d r A x d      (12)

Подставив это значение в уравнение (11), по-
лучим

 
    1 21 2 3 4  , , ,t tQ x d r r A x d        (13)

 
   

1 2

2
1 2 3 4  , , .t tQ x d r r A x d     

 
 (14)

Продолжив замену на значения функций 
в следующих вершинах, мы придем к обобщен-
ной формуле
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         (15)

Подставив ее в уравнение (5), получим значе-
ние ошибки для обучения нейронной сети. 
Использование уравнения (15) при обучении 

позволяет уточнять оценку ценности пути за счет 
использования обучения не по одному шагу, а по 
частичному маршруту. Получилась относитель-
но несложная формула, что является несомнен-
ным плюсом для реализации алгоритма. Кроме 
того, алгоритм стал параметрическим, посколь-
ку теперь его работа определяется коэффициен-
том обучения  и длиной частичного маршрута.
Стоит отметить, что обучение является асин-

хронным, поскольку происходит именно по ча-
стичному маршруту груза, а не по подпоследо-
вательности шагов агента. Это хорошо видно из 
индексов награды, получение которой происхо-
дит не в последовательные моменты времени. 
Строго говоря, обучение происходит на основе 
одного шага каждого из агентов, соответству-
ющих вершинам отрезка маршрута передачи 
груза. 

Протоколы общения агентов
Из уравнения (15) ви дно, что для работы алго-

ритма необходимо хранить историю посещения 
последних k агентов грузом, так как значения 
наград этого пути используются в формуле для 
обучения. 
Основная идея программной реализации за-

ключается в создании у каждого агента локаль-
ного хранилища, в котором будут храниться 
истории маршрутов только что отправленных 
грузов. В таком случае сохраняется децентра-
лизованность всей системы, при этом получение 
информации об истории будет осуществляться 
за счет реализации протокола общения агентов 
между собой. Опишем работу протокола в общем 
виде (рис. 4).
Пусть агент A получил управление от среды 

с запросом принять решение о пересылке толь-
ко что прибывшего груза. Предполагается, что 
груз приехал от агента B, соответственно, в его 
локальном хранилище есть информация о марш-
руте. Поэтому от A к B отправляется сообщение 
с запросом о прибывшем грузе. Агент B, полу-
чив это сообщение, удаляет из своего хранилища 
информацию о грузе и направляет ее агенту A. 
Агент A обновляет информацию, используя полу-
ченные данные, и сохраняет в локальную копию. 
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Если накоплен достаточный маршрут для обуче-
ния, то история передается по обратному пути, 
пока не пройдет k вершин, после этого происхо-
дит обучение последнего в этом эпизоде агента Z, 
получившего всю необходимую историю. 

Экспериментальное исследование 
алгоритма

Симуляционная модель и сценарии 
тестирования 
Для проведения экспериментов использова-

лась симуляционная модель конвейерной си-
стемы, представленной взвешенным ориенти-
рованным графом. Ребрам соответствуют части 
ленты, при этом ориентация отображает направ-
ление движения, а вес является мерой длины. 
Вершинами являются контрольные точки: стар-
товые вершины и конечные вершины, а также 
места стыковки конвейерных лент (все осталь-
ные вершины). В каждую вершину помещен 
агент. Децентрализованность достигается путем 
ограничения возможности конвейерной системы 
обмениваться сообщениями между узлами, т. е. 
каждый узел может посылать сообщения только 
соседним узлам.
Симуляционная модель позволяет рассчиты-

вать время доставки, энергию доставки согласно 
уравнению (2), а также фиксировать столкнове-
ния грузов.
Для тестирования использовались два типа 

сценария. Первый тип сценария, без поломок, 
работает с фиксированной топологией графа, 
при его выполнении случайным образом добав-
ляются грузы со случайно выбранными началь-
ной вершиной из B и конечной вершиной из D. 
Второй тип сценария, с поломками, отобра-

жает изменение топологии конвейерной сети. 
В нем возникают события поломки и восстанов-
ления конвейерных лент. Данные события позво-
лят оценить важнейшее свойство реализованно-

го алгоритма, а именно способность алгоритма 
к адаптации в условиях изменяющейся нагрузки 
и топологии сети, а также свойства отказоустой-
чивости. В остальном он повторяет первый тип.

Критерии сравнения   алгоритмов и оценка 
статистической значимости
Ключевыми метриками сравнения являются 

среднее время доставки груза, средняя энергия, 
затраченная на доставку груза, и число столкно-
вений. Наличие столкновений недопустимо.
Для проверки статистической значимости 

в работе использовался критерий Уилкоксона 
для связанных выборок с уровнем значимости 
0,05, поскольку сравнивались пары результатов, 
в которых каждая пара была протестирована на 
одинаковом сценарии работы конвейера. 

Эксперименты по под бору параметров 
алгоритма DQN-Path
Алгоритм DQN-Path имеет два параметра: 

длину пути c и коэффициент обучения . В иссле-
довании рассматривались значения параметра c, 
равные 1 и 2. Для каждого варианта длины пути 
выполнены запуски с различными значениями 
параметра  из диапазона [0,5; 1,5], среди них 
оставлены варианты с наилучшими результата-
ми. Такими оказались пары: c = 1,  = 1,01; c = 2, 
 = 1; c = 2,  = 0,7. Также был добавлен вариант 
c = 1,  = 1, что полностью соответствует алго-
ритму DQN-LE. Для каждого из данных алго-
ритмов подсчитаны средние метрики по десяти 
запускам. Результаты сравнений представлены 
в табл. 1.
Как видно из таблицы, значение параметра  

влияет на результат работы алгоритма. Лучшим 
по обоим критериям является алгоритм со значе-
ниями параметров c = 2,  = 1. Именно данные 
параметры алгоритма были взяты для тестиро-
вания с DQN-LE. Число столкновений во всех 
алгоритмах равно 0.

  Рис. 4. Иллюстрация работы протокола: msg — пе-
ресылаемые между агентами сообщения

  Fig. 4. An illustration of the protocol: msg stands for 
messages sent between agents

  Таблица 1. Сравнение значений параметров по сред-
ним показателям

  Table 1. Comparison of parameter values with respect to 
mean time and mean energy 

Алгоритм
Среднее 
время 

доставки, c

Средняя 
затраченная 
энергия, ед.

DQN-Path, с = 2;  = 1 56,025 53 829

DQN-Path, с = 2;  = 0,7 56,095 54 120

DQN-Path, с = 1;  = 1,01 56,112 54 761

DQN-Path, с = 1;  = 1 
(DQN-LE)

56,367 55 370
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Эксперименты по сравнению DQN-Path 
с DQN-LE
Поскольку алгоритм DQN-LE превосходит 

классические и нейросетевые алгоритмы с точ-
ки зрения адаптивности и возможности исполь-
зования недекомпозируемых метрик, как было 
показано в [17, 19], сравнение будет проводиться 
с ним.
Для тестирования алгоритмов было зафикси-

ровано 20 случайных сценариев, на основе кото-
рых строились графики и происходило усредне-
ние метрик. 
Анализ сценария с поломками. Число столк-

новений у обоих алгоритмов было равно 0 во всех 
запусках. Из графика среднего времени достав-
ки (рис. 5, а) непонятно, какой из алгоритмов 
справился с оптимизацией данной метрики луч-
ше, анализ значений из табл. 2 также не свиде-
тельствует о сколько-то значимых улучшениях. 
Однако алгоритм DQN-Path отмечается более 
несмещенной оценкой, а следовательно, более 
стабильной и прогнозируемой работой. 
Из графика средней энергии доставки (рис. 5, б) 

и табл. 2 заметно улучшение данной метрики. 
Был проведен статистический тест Уилкоксона, 
который показал уровень статистической значи-
мости равным 0,00059. Итого имеем уменьшение 
средней энергии доставки для данного сценария. Анализ сценария без поломок. Как и в про-

шлом случае, число столкновений у обоих алго-
ритмов было равно 0 во всех запусках.
Из табл. 3 следует, что не удалось статистиче-

ски значимо улучшить среднее время доставки, 
однако удалось сократить среднее отклонение 
этой величины. При этом статистически зна-
чимо уменьшилась потребляемая энергия и со-
кратилось среднее отклонение этой величины. 
Статистическая значимость по статистическому 
тесту Уилкоксона равна 0,000006.
Таким образом, можно заключить, что пред-

ложенный алгоритм показывает более устойчи-
вую работу с точки зрения обеих рассмотренных 
метрик, сокращая среднее отклонение, а также 
уменьшает затраты на использованную энергию.

Заключение 

В результате настоящего исследования был 
разработан алгоритм DQN-Path, который реша-
ет задачу маршрутизации штучных грузов на 
конвейерной ленте на основе мультиагентного 
глубокого обучения. Новизна алгоритма заклю-
чается в подборе функции ценности состояния 
для агента, которая вычисляется асинхронно 
для перемещения грузов и позволяет учитывать 
функцию ценности состояний вершин пути, ко-
торые проходит груз. Проведенные эксперимен-
ты показали, что использование предложенной 

  Рис. 5. Зависимость среднего времени (а) и средней 
энергии (б) доставки груза от времени работы конвейе-
ра для сценария с поломками

  Fig. 5. Dependence of the average delivery time (a) 
and mean energy consumption (б) on conveyor belt sys-
tem operating time for a breakdown scenario

  Таблица 2. Сравнение средних данных для сценария 
с поломками

  Table 2. Comparison of the mean time and mean energy 
for the collision scenarios

Алгоритм

Среднее 
время 

доставки, 
с

Среднее 
отклоне-
ние, с

Средняя 
энергия, 
ед.

Среднее 
откло-
нение, 
ед.

DQN-LE 56,047 1,153 51 960 625

DQN-Path 2; 1 56,029 0,309 51 756 507

  Таблица 3. Сравнение средних данных для сценария 
без поломок

  Table 3. Comparison of the mean time and the mean 
energy for the collisionless scenarios

Алгоритм
Среднее 
время 

доставки, с

Среднее 
отклоне-
ние, с

Средняя 
энергия, 
ед.

Среднее 
отклоне-
ние, ед.

DQN-LE 55,141 0,701 51 960 625

DQN-Path 2; 1 54,316 
(нет стат. 
значимо-
сти)

0,205 51 756 507
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функции ценности увеличивает устойчивость 
работы алгоритма, а также уменьшает потреб-
ляемую конвейером энергию.
Алгоритм может быть применен для управле-

ния конвейерными системами и позволит умень-
шать энергозатраты при доставке грузов.
Следует также отметить, что алгоритм мо-

жет быть обобщен на более широкий класс задач 
маршрутизации и применяться к произвольным 
оптимизируемым функциям, таким как аморти-

зация грузов / каналов передачи или стоимость 
доставки.
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Introduction: We consider the problem of routing of piece cargo by a conveyor system. When moving cargo pieces, it is necessary not 
only to minimize the time of transportation, but also to minimize the energy spent on it. Purpose: Development of a routing algorithm 
that is adaptive to changes in the topology of the routing graph and is able to optimize the delivery time and the consumed energy. Results: 
We propose an algorithm based on multi-agent deep reinforcement learning that places agents at the vertices of a conveyor network graph 
and uses a new state value function. The algorithm has two tunable parameters: the length of the path along which the state value function 
is calculated, and the learning coefficient. Through the selection of parameters, we have revealed that the optimal values are 2 and 1, 
respectively. An experimental study of the algorithm using a simulation model has shown that it allows to reduce the number of collisions 
of moving objects to zero, demonstrates stable results for both optimized scores, and also leads to a lower energy consumption compared 
with the method used as a baseline. Practical relevance: The proposed algorithm can be used to reduce delivery time and energy when 
managing conveyor systems.
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Введение: сенсорные системы на основе устройств интегральной фотоники являются важнейшим направлением развития 
встраиваемых информационно-управляющих систем различного назначения. Выходные характеристики сенсорной системы 
существенно определяются эффективностью устройства опроса датчика. Считывающее устройство (интеррогатор) на осно-
ве микрокольцевого резонатора сǡприменением метода интеррогации по интенсивности способно обеспечить высокую ско-
рость опроса иǡчувствительность, соответствующую требованиям широкого спектра приложений. Цель: создать эффективную 
сенсорную систему для безмаркерного определения концентрации веществ вǡжидкости, включающую рефрактометрический 
датчик иǡустройство опроса, расположенные на одной фотонной интегральной схеме. Методы: проведено численное моделиро-
вание процессов распространения электромагнитного поля вǡнаправляющей системе (кремниевых волноводах вǡинтегральном 
исполнении на подложке из оксида кремния) сǡиспользованием среды Ansys Lumerical иǡалгоритма FDTD. Параметры микро-
кольцевых резонаторов предварительно оптимизированы сǡцелью получить коэффициенты связи между волноводами, обеспе-
чивающие режим работы резонаторов, близкий кǡрежиму критической связи. Результаты: предложена концепция полностью 
интегральной фотонной сенсорной системы на основе микрокольцевых add-drop-резонаторов. Разработан сенсор на основе 
микрокольцевых резонаторов, представляющий из себя два полукольца радиусом 18 мкм, соединенных участками прямых 
волноводов длиной 3 мкм. Разработано опрашивающее устройство вǡформате микрокольцевого резонатора радиусом 10 мкм. 
Согласно результатам моделирования сǡ использованием широкополосного источника излучения чувствительность сенсора 
составила 110 нм (или 1350 дБ) на единицу изменения показателя преломления. Предложена методика выбора оптимальных 
характеристик сенсора иǡинтеррогатора сǡточки зрения повышения эффективности работы системы вǡцелом. Практическая 
значимость: сенсорные системы на основе фотонных интегральных схем способны удовлетворить существующий спрос на 
устройства, характеризуемые низким энергопотреблением, компактностью, невосприимчивостью кǡэлектромагнитным поме-
хам иǡмалой стоимостью.

Ключевые слова — фотонные интегральные схемы, интеррогация по интенсивности, сенсор, сенсорная система, микро-
кольцевой резонатор.
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Введение

В настоящее время оптические сенсорные си-
стемы являются одним из наиболее динамично 
развивающихся элементов встраиваемых ин-
формационно-измерительных и управляющих 
систем. Благодаря высокой чувствительности, 
невосприимчивости к электромагнитным навод-
кам и другим преимуществам оптические датчи-
ки широко применяются в здравоохранении [1], 
охране окружающей среды [2, 3] и промышлен-

ности [4, 5]. В частности, анализаторы для без-
маркерного определения концентрации веществ 
в жидкости играют значительную роль в меди-
цине [6], экспериментальной биологии [7] и при-
кладной химии [8].
В общем случае структура оптической сен-

сорной системы включает датчик, источник све-
та, детектор, а также схему опроса и контроля. 
Следуя современному вызову создания компакт-
ных и одновременно высокопроизводительных 
устройств, различные компоненты системы мо-
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гут быть эффективно реализованы на основе 
технологии интегральной фотоники.
Среди подходов к реализации датчиков на 

фотонных интегральных схемах (ФИС) наибо-
лее привлекательными с точки зрения техно-
логичности представляются фазочувствитель-
ные схемы на основе волноводных брэгговских 
решеток [9–12], волноводных интерферометров 
Маха — Цендера [13–15], микрокольцевых или 
дисковых резонаторов [16–18]. Для изготовления 
интегральных сенсоров применяются платфор-
мы из нитрида кремния (Si3N4) и кремний на 
стеклянной или полимерной подложке (silicon-
on-insulator, SOI). Нитрид кремния обеспечивает 
прозрачность для длин волн в видимом и бли-
жайшем инфракрасном диапазоне. Это является 
важным преимуществом, так как для биосенсо-
ров часто необходимо обеспечивать повышен-
ную чувствительность именно в видимом спек-
тре. Для работы в ближнем инфракрасном диа-
пазоне чаще всего используют структуры SOI. 
При этом сенсоры на SOI имеют существенно 
меньшие размеры. 
Среди известных решений наибольший по-

тенциал для реализации безмаркерных детек-
торов демонстрируют датчики на основе микро-
кольцевых резонаторов (МКР) [19], так как они 
обладают значительной чувствительностью 
к обнаружению биомолекул в жидкостях и га-
зах, являются быстродействующими и энергоэф-
фективными [17, 18]. В основе принципа работы 
сенсора лежит зависимость резонансной длины 
волны кольца от показателя преломления (ПП) 
среды вблизи сенсора, значение которого опреде-
ляется исследуемым параметром вещества.
В зависимости от вида волновода и выбранной 

рабочей моды значение чувствительности сенсо-
ра на МКР варьируется на данный момент от 70 до 
490 нм/RIU [16] (RIU — refractive index unit, 
единица ПП). Для повышения этого показате-
ля используют метод каскадирования колец [18, 
20], субволновые решетчатые микрокольца [21, 
22] или МКР на фазосдвигающей брэгговской 
решетке (phase-shifted Bragg grating microring) 
[23]. Без применения указанных методов чув-
ствительность сенсоров на МКР составляет око-
ло 100 нм/RIU.
Наряду с характеристиками датчика показа-

тели качества сенсорной системы в значитель-
ной степени определяются эффективностью 
системы опроса (интеррогации). Для оценки из-
менения оптического спектра применяются ком-
мерческие интеррогаторы, которые используют 
оптические анализаторы спектра или перестра-
иваемые лазеры [24]. Недостатками этих мето-
дов являются высокая стоимость оборудования, 
низкая скорость опроса датчика и громоздкость 
системы. 

Для расширения области практического при-
менения были разработаны косвенные методы 
анализа спектра оптического излучения для вы-
сокоскоростной интеррогации с высоким разре-
шением [25]. Эти методы основаны на преобразо-
вании сдвигов длины волны оптического сигнала 
в изменение параметров электрического сигнала 
и их оценке. В соответствии с регистрируемыми 
параметрами электрического сигнала выделяют 
три способа интеррогации: по интенсивности — 
при измерении мощности фототока [26], по часто-
те — при оценке частоты сигнала на выходе фо-
тодетектора [27, 28] и по времени — при анализе 
формы огибающей выходного сигнала [29].
Несмотря на многообещающие перспективы, 

интеррогация по частоте и по форме требует ис-
пользования быстродействующих аналого-циф-
ровых преобразователей [30]. В свою очередь 
интеррогация по интенсивности является про-
стым, но эффективным методом, обеспечиваю-
щим быстрый опрос датчиков c разрешением, до-
статочным для применения во многих областях 
[24]. Суть метода заключается в использовании 
оптического элемента, передаточная функция 
которого близка к линейной в диапазоне изме-
ряемых длин волн (таким элементом может быть 
МКР [26]), для преобразования изменения дли-
ны волны излучения в изменение оптической 
интенсивности. 
Таким образом, кремниевые оптические дат-

чики стали перспективной площадкой для раз-
личных сенсорных приложений. Однако ин-
террогаторы для их опроса все еще остаются 
громоздкими и негибкими, что сводит на нет 
преимущества оптических сенсоров в инте-
гральном исполнении. Следовательно, разработ-
ка полностью интегральной сенсорной системы, 
сочетающей в себе датчик и интеррогатор, реа-
лизованные на единой платформе, может стать 
следующим шагом на пути к технологическому 
совершенству в данной области. 
В статье предложена концепция сенсорной 

системы на ФИС, реализованная на платформе 
SOI, для безмаркерного определения концен-
трации веществ в жидкости, включающая реф-
рактометрический датчик и устройство опроса. 
Предложена методика выбора оптимальных 
характеристик сенсора и интеррогатора с точки 
зрения повышения эффективности работы си-
стемы в целом.

Архитектура и принцип действия 
предлагаемой сенсорной системы

Структура предлагаемой сенсорной систе-
мы приведена на рис. 1. На входной порт МКР, 
выполняющего функцию сенсора, поступает 



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202222

ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

широкополосный сигнал от источника оптиче-
ского излучения. Используются МКР с подво-
дящим и отводящим волноводами, получившие 
в литературе название add-drop-резонаторов. 
Интенсивность и ширина полосы сигнала на вы-
ходе drop-порта сенсора определяется его резо-
нансной характеристикой. Ширина полосы про-
пускания MКР по уровню половинной мощности 
(full width at half maximum, FWHM) при этом 
определяется по формуле [30]

2
1 2

1 2
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r r a
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n L r r a

 



  (1)

где r1 и r2 — коэффициенты передачи капле-
ров на in-through- и add-drop-волноводы соответ-
ственно; a = exp(L/2) — коэффициент передачи 
в кольце, измеренный в FDTD (Finite Difference 
Time Domain, метод конечных разностей во 
временной области),  — коэффициент зату-
хания в кольце; res — резонансная длина вол-
ны МКР (res = 2neffR/m), m — номер резонан-
са (натуральные числа, больше или равные 1); 
L = 2R — длина окружности кольца, R — ради-
ус кольца; ng, neff — значения группового и эф-
фективного ПП соответственно. 

Коэффициенты передачи на выходе through- 
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где It, Id, Iin — интенсивности на through-, drop-, 
in-портах;  — фазовый сдвиг, определяемый 
как  = L (коэффициент фазы  = 2neff /,  — 
длина волны). 
Частота и интенсивность оптического излуче-

ния на выходе МКР определяются его конструк-
цией и ПП окружающей волноводы среды. Эти 
два свойства и используются в рассматриваемой 
сенсорной системе. Длина волны оптического из-
лучения на выходе сенсора изменяется при из-
менении ПП анализируемой среды (аналита). 
Интенсивность оптического излучения на drop-
порте интеррогатора изменяется в зависимости 
от длины волны излучения на его входном пор-
те. Изменение какого-либо параметра (состава, 
концентрации, температуры) жидкости, проте-
кающей по поверхности сенсора, приводит к из-
менению ее ПП. Это изменяет эффективный ПП 
neff датчика, и, следовательно, происходит изме-
нение резонансной длины волны МКР. На рис. 2 
показаны передаточные характеристики интер-
рогатора и сенсоров для различных значений 
ПП аналита.
Анализ рис. 2 позволяет сформулировать не-

которые важные требования к сенсорной си-
стеме, состоящей из двух кольцевых структур. 
Во-первых, представляется очевидным, что 
FWHM сенсора должен быть существенно мень-
ше, чем FWHM интеррогатора, для обеспече-
ния большей чувствительности интеррогатора. 
Следовательно, добротность Q для интеррогато-
ра должна быть ниже, чем для сенсора:

.resQ
FWHM


   (4)

Реальное соотношение между FWHM сенсо-
ра и интеррогатора необходимо определять для 
конкретных сценариев применения и диапазона 
изменения резонансной длины волны сенсора. 
Во-вторых, необходимо учитывать, что в МКР 

резонансы возникают периодически с шагом, 
определяемым параметром FSR (free spectral 
range):

2
.res

g
FSR

n L FWHM


    (5)

 Рис. 1. Структурная схема сенсорной системы: 
ШПИ — широкополосный источник; УНЭ — управляю-
щий нагревательный элемент; ФД — фотодетекторы 
на through- и drop-портах; З — контакт точки общей 
шины («земля»); С — контакт сигнального проводника 
(«сигнал») 
 Fig. 1. Block scheme of the sensing system: ШПИ — 
broadband source; МКР датчика — MRR sensor; МКР 
интеррогатора — MRR interrogator; УНЭ — heater; 
ФД — photodetectors on through- and drop-ports; З — 
ground; С — signal 
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Для повышения качества сенсорной системы 
необходимо обеспечить выполнение следующего 
условия: длины волн резонансных характери-
стик сенсора и интеррогатора совпадают (близ-
ки) в диапазоне длин волн, используемых для 
работы сенсорной системы, и существенно от-
личны в остальном частотном диапазоне ШПИ. 
На практике целесообразно подбирать (проекти-
ровать) ШПИ таким образом, чтобы ширина по-
лосы его излучения незначительно превышала 
половину FWHM интеррогатора, а центральная 
длина волны соответствовала середине монотон-
ного участка АЧХ интеррогатора, используемого 
для преобразования длины волны излучения 
в интенсивность.
Одним из основных недостатков системы ин-

террогации по интенсивности является ее зави-
симость от нестабильности мощности источника 
оптического излучения. Для того чтобы изба-
виться от этого недостатка, в качестве измери-
тельного сигнала предлагается использовать от-
носительную величину, определяемую как
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где Pd = PinTd — мощность на drop-порте; 
Pt = PinTt — мощность на though-порте, Pin0 — 
медианное значение мощности источника. С уче-
том того, что Pin = Pin0 + Pin (Pin — отклоне-
ние выходной мощности):
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Таким образом, регистрируемая в системе 
относительная мощность не зависит от коле-
баний мощности источника излучения и опре-
деляется только передаточными характеристи-
ками МКР.

Моделирование датчика жидкости 
на основе МКР

Разработанная модель безмаркерного микро-
кольцевого сенсора для анализа жидкостей пока-
зана на рис. 3. Датчик представляет собой крем-
ниевый МКР со вставками прямых участков вол-
новода на кольце на слое SiO2. В англо язычной 
литературе такая конструкция получила на-
звание racetrack за схожесть формы с гоночным 
треком. Методом FDTD при использовании ПО 
Ansys Lumerical был рассчитан сенсор МКР, кото-
рый имел следующие геометрические параметры 
(в микрометрах): внешний радиус — 18; длина пря-
мого участка racetrack — 3; зазор (in-through) — 

  Рис. 2. Передаточные характеристики drop-портов интеррогатора и сенсоров при различных значениях ПП 
аналита

  Fig. 2. Spectra of interrogator and sensors drop-ports at different refractive indices of analyte
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0,18; зазор (add-drop) — 0,25; высота волновода — 
0,22; толщина волновода — 0,4. Расчет проводил-
ся для TE-моды.
Как можно заметить, значения зазора (рас-

стояния между прямым волноводом и кольцом 
МКР, англ. gap) для in-through- и add-drop-
волноводов различаются. Подбор значения за-
зора для in-through- волновода производился 
на основе критерия критической связи (англ. 
coupling) волноводов [30, 31]. С использованием 
FDTD был произведен расчет затухания в коль-
це МКР и коэффициентов связи. Наиболее 
близким к выполнению условия критической 
связи оказалось значение зазора для in-through-
волновода, равное 0,18 мкм. Наличие add-drop-

волновода вносит в систему МКР дополнитель-
ное затухание, вызванное переходом энергии 
из кольца в drop-порт. Поэтому выбор значе-
ния зазора add-drop-волновода осуществлялся 
с учетом необходимости обеспечить высокую 
добротность в режиме, близком к критическо-
му, позволяющем повысить чувствительность 
[30]. Резонансные свойства МКР оценивались 
по FWHM и добротности Q по формулам (1) 
и (4) с учетом того, что a = 0,971; r1 = 0,935, 
r2 = 0,961; res = 1537,36 нм; L = 119,1 мкм; 
ng ~ 4,55; neff 2,21.
Как видно из спектров передачи на through- 

и drop-портах смоделированного сенсора (рис. 4), 
при равных значениях зазора (0,18 мкм) FWHM1 = 
= 270 нм, а при отличающихся FWHM2 = 190 нм. 
Таким образом, увеличение зазора с add-drop-
волноводом до 0,25 мкм снизило коэффициент 
связи и позволило уменьшить FWHM и обе-
спечить расчетную добротность Q ~ 8100. 
Дальнейшее увеличение зазора с add-drop-
волноводом приводит к уменьшению мощности 
на drop-порте до значений, затрудняющих их ре-
гистрацию.
График (рис. 5, а) показывает смещение резо-

нансной длины волны датчика на drop-порте при 
изменении ПП анализируемой жидкости (анали-
та) nж. При nж = 0,001 значение  между дву-
мя соседними пиками составило 0,11 нм (рис. 5, б). 
Из полученных результатов было определено, 
что чувствительность сенсора 

 S = /nж = 110 нм/RIU.  (7)
  Рис. 3. Модель сенсора МКР формата racetrack
  Fig. 3. Racetrack MRR sensor scheme

  Рис. 4. АЧХ through- и drop-портов сенсора
  Fig. 4. Spectra of sensor’s through- and drop-ports
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Моделирование интеррогатора 
на основе МКР и результаты 
совместной схемы работы системы 

Для отслеживания и фиксирования изме-
нения резонансной длины волны датчика на 
ФИС предлагается интеррогация по амплитуде. 
Метод интеррогации по интенсивности заклю-
чается в интерпретации изменения резонансной 
длины волны в изменение мощности на выходе 
системы. В качестве интеррогатора была раз-
работана модель микрокольцевого резонатора 
со следующими геометрическими параметрами 
(в микрометрах): внешний радиус — 10; зазор 
(in-through) — 0,1; зазор (add-drop) — 0,1; высо-
та волновода — 0,22; толщина волновода — 0,4. 
АЧХ МКР представлена на рис. 6.
Исходя из критериев, приведенных в преды-

дущем разделе, были определены параметры 
МКР интеррогатора: добротность Q составила 
~ 1700, а FWHM ~ 1,1 нм. При сравнении АЧХ 
сенсора (см. рис. 4) и интеррогатора (см. рис. 6) 
получаем, что оба требования к сенсорной систе-
ме, приведенные в разделе «Архитектура и прин-
цип действия предлагаемой сенсорной системы», 
выполняются.
Моделирование совместной работы системы 

для отслеживания и фиксирования изменения 
резонансной длины волны проведено в соот-
ветствии со схемой (см. рис. 1) в среде Lumerical 
Interconnect. Показатель преломления анали-

зируемого вещества изменялся от 1,311 до 1,315. 
Широкополосное излучение от источника мощ-
ностью 0 дБм, в качестве которого выступает 
ONA (optical network analyzer), поступает на 
in-порт сенсора, и при выполнении условия ре-
зонанса на его drop-порте появляется излуче-
ние. Диапазон длин волн излучения — от 1535 
до 1550 нм. Это излучение попадает на in-порт 
интеррогатора. На рис. 7 показано, как изменя-
ется интенсивность излучения на drop-порте 
интеррогатора при изменении nж. При совпа-
дении резонансных длин волн у интеррогатора 

  Рис. 5. Зависимость спектра пропускания датчика МКР на drop-порте (a) и резонансной длины волны датчика (б) 
от ПП аналита

  Fig. 5. The dependence of the sensor MRR transmission spectrum at the drop-port on the analyte RI (a) and resonant 
wavelength of the sensor on the analyte RI (б)

  Рис. 6. АЧХ through- и drop-портов интеррогатора
  Fig. 6. Transmission spectrum of the through- and 

drop-ports of the interrogator
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и сенсора на drop-порте интеррогатора будут 
максимальный коэффициент передачи и макси-
мальная интенсивность оптического излучения, 
а при попадании резонанса сенсора на середину 
FSR интеррогатора коэффициент передачи бу-
дет минимальным, и все излучение пройдет на 
through-порт интеррогатора. 
Для построения зависимости изменения от-

носительной мощности на выходе схемы от nж 
сначала фиксировались интенсивности, посту-
пающие на through- и drop-порты сенсора. Эти 
результаты для каждого порта отдельно были 
переведены в единицы электрической мощно-
сти с учетом чувствительности фотодетектора. 
Затем для каждого nж был рассчитан уровень от-
носительной мощности на drop-порте по форму-
ле (6). Результаты представлены на рис. 8. 
Из графика видно, что изменение nж на 0,001 

приводит к изменению регистрируемого параме-
тра не менее чем на 1,35 дБ, что позволяет оце-
нить чувствительность системы в целом по ана-
логии с формулой (7):

S = P/nж = 1350 дБ/RIU. 

Необходимо отметить, что при изготовлении 
любой ФИС, в том числе сенсорной, могут возни-
кать проблемы, связанные с девиацией ширины 
волновода. Эти погрешности воздействуют на 
производительность системы, поскольку деви-
ация влияет на эффективный и групповой ПП 
волноводов и коэффициент связи в области ка-
плинга у МКР. Согласно [32], стандартное откло-
нение ширины волновода на платформе SOI мо-
жет достигать 3 нм в пределах одной пластины 
MPW (Multi-Project Wafer). Согласно [33], для раз-
ных пластин стандартное отклонение ширины 

волновода достигает 6,4 нм. Для максимального 
учета погрешностей доступных платформ были 
отдельно смоделированы МКР интеррогатора 
с девиацией габаритов волноводов +8 и –8 нм. 
Как видно из результатов моделирования 
(рис. 9), смещение пиков резонансов составило 
2–2,5 нм, что значительно влияет на произво-
дительность системы, так как пики резонансов 
сенсора не попадут на нужный участок харак-
теристики интеррогатора. Решить эту проблему 
можно подстройкой характеристики интерро-

  Рис. 7. Спектр изменения коэффициента передачи 
сенсора в зависимости от разных ПП аналита

  Fig. 7. Wavelength dependence of the sensor trans-
mission coefficient for the different analyte RIs

  Рис. 8. Зависимость изменения относительной 
мощности на drop-порте от изменения ПП жидкости 

  Fig. 8. Dependence of the relative power at the inter-
rogator drop-port on the analyte RI 

  Рис. 9. Спектральная характеристика МКР интер-
рогатора при девиации ширины волновода +/–8 нм

  Fig. 9. Transmission spectrum of MRR interrogator 
at waveguide width deviation +/–8 nm
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гатора с использованием УНЭ (см. рис. 1). С его 
помощью можно не только подстраивать харак-
теристику интеррогатора под диапазон значений 
длин волн сенсоров, но и расширить границы из-
мерения путем смещения спектральной характе-
ристики опрашивающего МКР. 

Заключение

Предложена концепция совместной работы 
безмаркерного сенсора для анализа изменений 
ПП и интеррогатора для опроса указанного дат-
чика. Выбор интеррогации по интенсивности 
обусловлен тем, что она проста в реализации, 
но при этом обеспечивает скорость опроса си-
стемы и разрешающую способность, достаточ-
ную для применения во многих областях, на-
пример в биомедицинских и промышленных 
приложениях. Для повышения чувствительно-
сти структуры приведены необходимые крите-
рии калибровки двух МКР, благодаря которым 

удалость достичь чувствительности системы 
110 нм/RIU для датчика или 1350 дБ/RIU для 
системы в целом. Описанный способ измерения 
выходного сигнала дополнительно позволяет из-
бавить сенсорную систему от негативного влия-
ния флуктуаций выходной мощности широкопо-
лосного источника излучения, что даст возмож-
ность существенно снизить требования к таким 
источникам и, как следствие, сложность и стои-
мость сенсорной системы.
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Introduction: Today sensor systems based on integrated photonics devices are the most important branch of embedded information 
and control systems for various functions. The output characteristics of a sensor system are significantly determined by the efficiency of 
the interrogator. The intensity interrogator based on a microring resonator can provide a high scanning rate and sensitivity that meets the 
requirements of a wide range of applications. Purpose: To develop an effective sensor system composed of a refractometric sensor and an 
interrogator located on the same photonic integrated circuit for marker-free determination of the concentration of substances in liquids. 
Methods: We use the numerical simulation of electromagnetic field propagation in a waveguide system (integrated silicon waveguides 
on a silicon dioxide substrate) in the research. The simulation has been carried out using the Ansys Lumerical environment, the FDTD 
(Finite Difference Time Domain) solver. The parameters of the microring resonators were optimized to obtain the coupling coefficients 
between the waveguides, providing the operation in the critical coupling mode. Results: We propose the concept of a fully integrated 
photonic sensor system based on micro-ring add-drop resonators. A sensor based on microring resonators has been developed, which 
consists of two half-rings with a radius of 18 m, connected by sections of straight waveguides 3 m long. An interrogator represented by 
a microring resonator with a radius of 10 m has been developed. According to simulation results with a broadband source, the achieved 
sensor sensitivity was 110 nm (or 1350 dB) per refractive index change. We propose a technique for choosing the optimal characteristics of 
the sensor and interrogator targeted to improve the complete system efficiency. Practical relevance: Sensor systems based on photonic 
integrated circuits can meet the demand for devices characterized by low power consumption, small size, immunity to electromagnetic 
interference and low cost.

Keywords —  photonic integrated circuits, intensity interrogation, sensor, sensor system, microring resonator.
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Introduction: The standard way to check the quality of a compiler is manual testing. However, it does not allow to cover a vast 
diversity of programs that can be written in a target programming language. Today, in addition to manual written tests there are many 
automated compiler testing methods, among which fuzzing is one of the most powerful and useful. A compiler fuzzer is a tool that 
generates a random program in a target language and checks how the compiler works in this language. Purpose: To develop a platform 
for compiler fuzzing and, based on it, to develop a tool for Kotlin compiler testing. Results: We have developed Backend Bug Finder which 
is a platform for compiler fuzzing is. We have chosen a mutation-based approach as a method for generating random programs. First, an 
existing program is entered to the mutator as the input to be then transformed in some way. Mutations can be both trivial, for example, 
replacing arithmetic operators with others, and complex, changing the structure of the program. Next, the resulting program is fed to 
the input of the compiler with the following check of its operation. The developed test oracle can detect three types of errors: crashes, 
miscompilations, and performance degradations. If an error is detected, the test case is fed into the post-processing module, where 
reduction and deduplication algorithms are applied. We have developed a tool for fuzzing the Kotlin language compiler based on the 
platform for its approbation, which showed the applicability of the proposed approach for finding errors in modern compilers. Practical 
relevance: Over a year and a half of work, our tool has found thousands of different Kotlin compiler bugs, more than 200 of which were 
sent to the developers, and more than 80 have been fixed.
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I ntroduction

Often, software developers are faced with situa-
tions when their programs do not compile, run ab-
normally slowly, or not as they should. Sometimes 
these problems are results of compiler errors: bug 
trackers of popular compilers (clang, gcc, javac, etc.) 
contain tens of thousands of bugs found by users. 
The quality and reliability of compilers is the prima-
ry target of language development teams. For exam-
ple, in the Kotlin (https://kotlinlang.org/) compiler 
project bug tracker at the beginning of February 
2022 there are 30,256 issues (https://youtrack.jet-
brains.com/issues?q=%23Kotlin). Most of them 
were found by users of the language, who, with each 
error they find, feel less and less desire to work with 
the compiler. Despite the huge number of manually 
written tests, compiler developers and testers can-
not cover all the use cases of the language, since the 
number of possible programs is infinite. 

How can we try to reduce the number of errors 
faced by compiler users? This is where the methods 
of automatic testing of compilers can help us, one of 
the most popular of which is fuzzing. Fuzzing was 
invented in 1988 at a Barton Miller seminar at the 
University of Wisconsin [1]. Fuzzer was a program 
that generated random sequences of characters and 
fed them to the input of UNIX command line utilities 
and see if the program crashed on the generated data 

or not. It means that the compiler fuzzer should gen-
erate correct random programs in the target language 
and check whether they will be compiled correctly.

In this paper we are presenting a platform for 
compiler fuzzing, named Backend Bug Finder (BBF) 
and the implementation on its basis of the Kotlin 
compiler fuzzer. This tool is designed to find bugs 
related to the correct work of the compiler, and to 
its performance. Our fuzzer is mutational, it takes 
manually written code as input and tries to modify 
it in a non-trivial way. In addition to the test genera-
tion, BBF implements algorithms for bugs post-pro-
cessing: deduplication and reduction. The results of 
the tool are highly appreciated by the language de-
velopment team and are useful in practice.

R elated works

Even before the fuzzing was coined, there were 
various attempts to automatically test compilers 
with randomly generated programs as early as 
50 years ago. This section discusses the develop-
ment of compiler fuzzing area, as well as the most 
popular approaches and tools. Сomprehensive over-
view of the compiler testing area is given in the ar-
ticle by Chen J. et al. [2].

The purpose of any compiler fuzzer is to generate 
a random, non-trivial, correct program and check 
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the compiler’s work on it. Why should generated 
programs be non-trivial? Because bugs in all trivial 
programs have long been fixed. And as the compil-
er develops, the complexity of error-containing pro-
grams increases. Why do generated programs need 
to be correct? A syntactically incorrect program can 
only test the parser. Semantically incorrect ones 
can find compiler errors, but in practice such cas-
es will never occur and fixing such bugs will not 
lead to a significant improvement in the quality of 
the compiler. So automatic program generation for 
compiler testing is a big problem. All approaches for 
production of compiler tests can be divided into two 
groups: generative and mutational ones. It follows 
from the titles that generative approaches try to 
generate programs in some way, while mutational 
approaches modify existing ones.

At the beginning of the development of the com-
piler fuzzing area, the most obvious and simple 
approach was implemented: the generation of code 
based on grammar. Purdom implemented such a 
generator in his work [3]. The algorithm consists in 
iterating by the production rules of grammar, and 
trying to compile the resulting code. This approach 
is suitable only for testing parsers, since almost all 
the code obtained in such a way is semantically in-
correct. After that, various researchers introduced 
improved types of grammars, which allowed to add 
semantic rules into the generation process (affix, 
attribute, W-grammars) [4–6]. Unfortunately, for 
modern programming languages, none of them al-
lows to generate non-trivial, semantically correct 
programs. 

The work of Kreutzer P. et al. [7] can be consid-
ered as one of the modern grammar-based approach-
es. The authors presented a language for describing 
attribute grammars that contain both syntactic and 
semantic rules of the target programming language 
in a declarative way. The disadvantage of this ap-
proach is that in practice, it is hardly possible to 
write such grammar covering all modern language 
features and ways of their interaction. Therefore, in 
practice, it is limited to a small subset of the lan-
guage.

In addition to grammar-based approaches, there 
are methods that somehow use grammar to im-
prove the generation process (grammar-aided ap-
proaches). The most famous grammar-aided tool is 
CSmith [8], designed for testing C/C++ compilers. 
The difference between this tool and the approach-
es described above is that the program generation 
rules are described manually in the source code. 
The generation process consists of creating a set 
of data structures and the main function, which 
contains various scenarios of their use. Each gen-
eration step uses a grammar to understand which 
production rule can be applied and performs a set 
of checks to ensure that the resulting program is 

correct and free from undefined behavior. Over the 
years, the tool has found a large number of bugs in 
the GCC and Clang compilers, which greatly helped 
the developers. 

Besides of the mentioned, there are a huge num-
ber of generative approaches that implement vari-
ous ideas, for example, deriving generation rules 
from existing code in the target programming lan-
guage [9], using machine learning [10], testing cer-
tain compiler features in programming language 
compilers by writing a generator of the necessary 
expressions [11], etc.

As was written earlier, in addition to generative 
approaches, there are also mutational approaches. 
They differ from generative ones in that they use an 
existing program in the target programming lan-
guage as an initial seed and try to somehow modify 
part of it to get a new one. Mutational approaches 
are divided into two groups: preserving and not pre-
serving the original semantics.

Semantic-preserving mutational approaches 
are based on the   equivalence modulo inputs [12]. 
The main idea of equivalence modulo inputs is that 
two programs are equivalent to each other under a 
set of input data if for each input of the set their 
behavior is the same. It means that mutations by 
construction should produce code that is semanti-
cally equivalent to the original one. Next, we check 
that programs that are syntactically different but 
semantically equivalent actually work the same 
way. Examples of such mutations can be different: 
changes to dead code that are not affected during 
program execution, or, conversely, its insertion. 
A more difficult example can be various options for 
replacing random expressions in a program with 
equivalent ones. Despite the shown efficiency and 
usefulness, this type of mutation is not intended for 
full-fledged testing of compilers, because it is very 
limited.

Non-semantic-preserving mutations are those 
that change the semantics of the program. It can 
be anything: replacing the signs of arithmetic ex-
pressions, variables renaming, changing the class 
hierarchy, etc. Such mutations do not guaran-
tee the semantic correctness of the resulting pro-
gram, so after each mutation it should be checked, 
and, in case of incorrectness, it is necessary to roll 
back to the previous correct state. Non-semantic-
preserving mutations can be performed on different 
types of code representation: text, abstract syntax 
tree (AST), control flow graph, etc. For example, 
Chen et al. in their work [13] successfully used 
129 non-semantic-preserving mutations to test va-
rious Java Virtual Machine (JVM) implementations 
and found more than 50 bugs in it. Another good 
example is Holler’s work on finding vulnerabilities 
in the JavaScript (JS) interpreter of Mozilla Firefox 
[14]. The main idea is to replace non-terminal sym-
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bols with non-terminals of the same type, but from 
other programs. In order to increase the probability 
of producing correct code, the authors implemented 
a set of heuristics, such as changing variable names, 
etc. 

As can be seen from this section, compiler test-
ing is a very big and practically useful scientific area 
separate from classic fuzzing. Each of the tools given 
as an example found a big number of errors. Ideally, 
a compiler fuzzer should be used in the development 
of any programming language, regardless of the ap-
proach that it implements, as practice shows, it will 
find some errors and help users to use the program-
ming language more safely. Unfortunately, almost 
all tools are designed to test a specific programming 
language or even specific compiler, so creating one 
for Kotlin is an actual task. 

B BF in detail

Backend Bug Finder is a platform for finding 
bugs in the programming languages compilers. 
Its development began in 2019 and is still ongo-
ing. Project is open source and available on Github
(https://github.com/DaniilStepanov/bbfgradle). In 
this section we will consider in detail its structure 
and operation principle: from methods for producing 
test cases to post-processing of results.

BBF overview
Our platform for compiler fuzzing (Fig. 1) con-

sists of a number of components. In this section, we 
will consider the purpose and algorithm of each of 
them.

Test generator is responsible for test generation. 
From all the existing approaches, we decided to im-
plement non-semantic-preserving mutations that 
are applied in random order to a random test from 
the initial test suite. The output of the test genera-
tor is a mutant program to check the correctness of 
the compiler. The mutation process is directed us-
ing the information received from the compilation 
checker, which allows one to understand that the 
current mutant is incorrect or meaningless and do 
not work with it further. 

A component called compilation checker, also 
known as a test oracle, is responsible for exchanging 
information with the compiler. The input for this 
component is a mutant program, which it sends to 
the compiler for execution and analyzes the output, 
which is then passed to the test generator to direct 
its work. If a bug was found, then it is transferred to 
the bug manager for post-processing. 

Bug manager is the component responsible for 
the found bugs post-processing. Usually, it includes 
algorithms for deduplication, reduction and iso-
lation of errors. The output of this component is a 
well-formatted and minimized test containing a bug 
previously not found in the compiler, ready to be au-
tomatically or manually submitted to the appropri-
ate bug tracker. 

Test generator
As mentioned earlier, non-semantics-preserv-

ing mutations were chosen for implementation in 
the BBF. The grammar-based approach is not very 
suitable for testing common language compilers due 
to their complexity. A large number of different fea-
tures are implemented in the language, and manual 
description of the rules for its generation requires 
too much time with no guarantee of results.

Mutations in the BBF can be as diverse as pos-
sible: from simple ones like swap random lines or 
replace plus to minus to complicated mutations with 
class hierarchy modifications. In addition to such 
mutations, the platform also provides the ability to 
write partial generation: for example, random func-
tions or classes. 

All mutations are applied in random order and 
with different probabilities to provide a variety of 
resulting mutants. It is important to note that since 
our mutations do not guarantee the preservation 
of the semantics and correctness of the test, after 
each of them a check is necessary: if the resulting 
mutant is incorrect, a rollback to the previous state 
is performed. We get such information from the or-
acle after compilation and execution of the obtained 
mutant.

As input, the test generator takes a random test 
from the compiler’s test seed, which is usually man-
ually written by developers or testers. To improve 

 Fig. 1. Backend Bug Finder overview
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the quality of fuzzing, they should be diverse and 
cover all language features and constructions. All 
tests must have a single structure: at the beginning, 
a set of various data structures, functions, and oth-
er top-level objects is defined, after which a function 
is declared that contains different scenarios for us-
ing the previously described components.

Mutations can be performed over two types of 
source code representation: textual and abstract 
syntax tree (AST). The textual representation can 
be used for simple mutations using regular expres-
sions or line-level modifications. The AST is used 
for more complex transformations, such as chang-
ing the structure and architecture of tests. For ex-
ample, when modifying a function argument, you 
have to modify all the call places. To improve the 
mutation process, the AST can be extended with 
various semantic information obtained from code 
analysis: types, descriptors, and so on.

Compilation checker
The compilation checker is used to determine 

that the compiler is not working correctly. To do 
this, the program obtained from the test generator 
is compiled and executed, after which the result of 
compiler work is analyzed. In terms of fuzzing, the 
compiler is a program under test (PUT) and the 
compilation checker is a test oracle. According to 
the type of information received from the compil-
er, test oracles are divided into black-box, gray-box 
and white-box. In the case of black-box oracle, we 
only get information from the program I/O stream, 
which does not allow us to direct the fuzzing pro-
cess in any way. The gray-box oracle receives addi-
tional information from the PUT, usually its cover-
age, which is then used to target the fuzzing pro-
cess to cover necessary source code. In white-box 
testing, a PUT model is built, on which symbolic 
execution methods are used to generate new input 
test data.

In terms of getting information from the compil-
er, BBF is a black-box fuzzer — we work only with 
the information received from compiler I/O. The 
generation of tests for compiler testing is very dif-
ferent from generation of not structured input data 
for other programs, and in the case of target compil-
er testing, using coverage information as in general 
fuzzing will not give an increase in testing quality. 
Also, practice shows that prioritization of various 
mutations also does not increase the quality of com-
mon compiler fuzzing. Work on using compiler cov-
erage information to improve the quality of target 
fuzzing is one of the directions for future work. 

Regarding the types of bugs we are searching for, 
compilers are large and diverse software projects, so 
errors are not limited to crashes. This section dis-
cusses the types of bugs we are looking for and how 
we detect them.

Compiler crashes are the most common and easi-
ly detected kind of errors. To find bugs of this type, 
we just need to parse the message that the compil-
er ends with. This type of error occurs most often. 
With such an error, you will not be able to run the 
resulting code, because the compiler for some rea-
son could not compile it.

The next type of bug is much more dangerous 
and is called “miscompilation”. This situation oc-
curs when the compiler works correctly, but the be-
havior of the program does not correspond to the 
semantics of the language. To search for this type 
of errors we need to compile the program with dif-
ferent compilers (or different versions or modes of 
the same compiler), instrument the compiled code 
and check its behavior at runtime. If the behavior 
of the program compiled in one of the modes or by 
one of the compilers differs from the others, then at 
least we have found an interesting situation, and as 
a maximum this situation turns out to be a bug. 

Last but not least are performance bugs. This 
type of error is associated either with too long com-
pilation time, or, more seriously, with abnormally 
high execution time. Such errors are also detected 
using the “voting” system, but the whole difficulty 
lies in measuring the program running time, since 
the measurement error usually makes it difficult to 
separate bugs from false positives. BBF deals with 
such situations by adjusting the number of test runs 
until the measurement error becomes negligible. 

Of course, considered bug types list is not final. 
The types of bugs to be found are limited only by 
the developer’s imagination. As a part of the project, 
work was done to find errors in the Kotlin language 
compiler plugin, in application binary interface, cer-
tain components of the compiler, etc.

Bug manager
Practice shows that without this component it is 

impossible to effectively test the compiler. For ex-
ample, usually, in a few hours of work, fuzzer finds 
more than a hundred bugs, almost all of which are 
duplicates. In addition to a large number of du-
plicates, test cases that lead to an error contain a 
large amount of irrelevant information, the manual 
removal of which takes a lot of time. It means that 
any fuzzing platform should contain post-process-
ing algorithms. They typically include reduction, 
deduplication, and isolation algorithms.

Reduction is designed to remove information ir-
relevant to error from the test. Practice shows that 
most often the minimized test takes less than 10 lines, 
while the generated one is many times larger. To re-
duce tests in BBF, we implemented a hybrid approach: 
several language-agnostic methods and infrastruc-
ture to implement language-specific transformations. 
Language-specific transformations are intended for 
complex changes in the structure of the code that can-
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not be done using automatic methods, for example, 
when removing a function argument, you must re-
move it in all call sites. Transformations run one after 
another until the test is no longer minimized. Reducer 
overview is shown in Fig. 2.

Hierarchical delta debugging [15] and static 
backward slicing [16] were chosen as language-in-
dependent methods that remove most of informa-
tion irrelevant to error. The hierarchical delta de-
bugging algorithm is based on the idea that on each 
level of the AST, representing the code with a bug, 
we are looking for the minimum set of vertices on 
which the desired error continues to be reproduced, 
and the vertices that do not affect this are deleted. 

Slicing creates a program slice that contains only 
code that affects a slicing criterion. In our case, the 
slicing criteria are the variables found in the line 
of the test that contains the error. There are sev-
eral types of slicing with different complexity and 
quality of work, we chose static backward slicing, 
which works at the intraprocedural, function and 
class levels.

As a result, the reduction algorithm removes 
significant amount of information irrelevant to the 
bug and greatly improves the manual processing of 
fuzzing results. 

Practice of applying any compiler fuzzing shows 
that without deduplication, manual processing of 
found bugs takes too much time. It should be noted 
that the algorithms described in this section do not 
completely solve the problem of duplicates, allowing 
both false-positive and false-negative situations, but 
still significantly reduce the time of manual pro-
cessing of results. 

The first idea that comes to mind for filtering 
duplicates is that the same bugs have similar stack-
traces. So, we decided to compare them. For this 
purpose, we are using Myer’s difference algorithm 
[17]. The result of the algorithm is a similarity co-
efficient (0 <= k <= 1). If the coefficient exceeds a 
previously empirically selected threshold, then the 
bugs are considered duplicates. Algorithm is shown 
in Fig. 3, a.

As is clear from the description, stacktraces are 
required for this algorithm to work, but they are 
available only in case of a compiler crash. What 
about other types of bugs when we don’t have any-
thing to compare? The solution to this problem lies 
in the scientific field called “Bug Isolation” [18]. The 
task of bug isolation algorithms is to determine the 
place in the source code of the PUT, which is the 
cause of the error. The result of the algorithm is a 
set of files sorted by the probability of containing 
bug in it. The main idea of   our method is the hy-
pothesis that bugs are duplicates if they are in the 
same place in the compiler source code. To deter-
mine the source of the error, the method of gener-
ating witness programs described in the article by 

Chen et al. [19] is used. Scheme of the algorithm is 
shown in Fig. 3, b.

K otlin compiler fuzzing tool 
implementation

Based on the platform described in the previous 
section, we have implemented a tool for the Kotlin 
compiler fuzzing. In this section we would like to 
discuss some of the more interesting implementa-
tion details.

Working with Kotlin
To implement our tool, we need to be able to build 

a structural representation of Kotlin code, be able to 
modify it, and also effectively test the compiler on 
it. All the necessary tools are already implemented 
inside the Kotlin compiler, so we decided to build a 
tool on top of it. In order not to be part of a huge pro-
ject, we decided to use the necessary compiler mod-
ules as libraries. However, this solution also has a 
drawback –when updating the compiler version, the 
versions of the libraries do not always remain com-
patible, which makes the update impossible.

 Fig. 2. Reducer overview

 Fig. 3. Bug deduplication algorithms: a — using 
stacktraces comparison; b — using bug isolation tech-
niques
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The compiler infrastructure also allows us to 
use the Program Structure Interface (PSI) trees
(https://plugins.jetbrains.com/docs/intellij/psi.
html) — traditional concrete syntax tree imple-
mentation used in JetBrains IntelliJ Platform. 
PSI is a standard way of representing structured 
code inside a Kotlin compiler. In addition to syn-
tactic information, the tree contains information 
obtained from code analysis: types, descriptors, 
and so on. PSI makes it easier to perform the 
modification of the code and allows you to make 
changes that cannot be made with only syntactic 
information.

Also, using the compiler as a library makes it 
possible to compile code much more efficiently due 
to the lack of overhead for running compilation ex-
ternally. But it is worth noting that in the case of 
the Kotlin compiler, after a few hours it starts to 
work more and more slowly, so sometimes the fuzz-
ing process needs to be restarted.

Test generator implementation 
For the Kotlin language we have implemented 

more than 50 mutations that are performed over 
two types of code representation: text and PSI. In 
this section, examples of interesting and diverse 
mutations will be given; a complete list can be found 
in the source code of the tool. To improve the muta-
tion process, a random type generator and a gener-
ator of random expressions of the given types were 
implemented. It is also possible to work with the 
Kotlin standard library or use external ones.

The initial seed for the test generator is tests for 
the Kotlin compiler, written manually by the devel-
opers (https://github.com/JetBrains/kotlin). There 
are quite a lot of them (6000+), they are diverse 
and cover all language features and constructions. 
Tests have a single structure: at the beginning, a 
set of various data structures, functions, and other 
top-level objects is defined, after which a function 
named box is declared that contains different sce-
narios for using the previously described compo-
nents. 

PSI modifier
This mutation is designed to modify the PSI with-

out using any semantic information. Nodes in the 
tree can be swapped, added, removed, or changed to 
nodes of the same type from other tests. Let’s con-
sider the last item in more details. An example of 
such an operation is shown in Fig. 4. For this muta-
tion to work, first of all, it is necessary to collect a 
database of trees and their node types. After that, 
we take a random test case, select a random node 
and search for nodes of the same type from other 
tests, take a random one and try to make a replace-
ment: if the resulting test turns out to be correct, 
then we accept the transformation and continue to 

mutate the new test, if not, we roll back to the pre-
vious state.

Expression replacer
This transformation selects a random expression 

and replaces it with another of the same type that 
is available in the current scope. The expression we 
are replacing can be a property, a parameter, a lo-
cal variable, or a function call that returns a value 
of the compatible type. An example of applying this 
transformation is shown in Fig. 5. The original pro-
gram P1 is shown in Fig. 5, a, suppose we choose to 
replace the b property initializer of type Int shown 
in Fig. 5, b. Further, for the place where the change 
will be made, we calculate the scope, for example, 
this will be a and result of calling the getSum func-
tion. After that, we select a random element of the 
same type from the scope and make a replacement. 
However, when choosing getSum, we need to gen-
erate a call to this function. And when generating 
a call, variables from the current scope can also be 
used. The generation result is shown in Fig. 5, c.

 Fig. 4. Example replacing of PSI node to the node 
from another tree

 Fig. 5. Expression replacer mutation example: a — 
P1; b — P2; c — P3

fun getSum(a: Int, b: Int) = a + b

fun box(): String {
val a = 1
val b = 1
return if (a == b) "OK" else "ERROR"

}

fun getSum(a: Int, b: Int) = a + b

fun box(): String {
val a = 1
val b = [Int] 
return if (a == b) "OK" else "ERROR"

}

fun getSum(a: Int, b: Int) = a + b

fun box(): String {
val a = 1
val b = getSum(a, 9)
return if (a == b) "OK" else "ERROR"

}
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Random component generator
This transformation represents the generative 

part of the tool. To increase the diversity and com-
plexity of tests, a generator of random data struc-
tures was implemented. This generator allows you 
to create interfaces, abstract classes, objects and 
standard classes of all kinds. A class can contain 
properties, functions, or nested classes. They can al-
so be inherited from others while maintaining code 
correctness. To implement this generator, a random 
type generator was also implemented, which takes 
into account the context and the Kotlin standard 
library. Generation of non-trivial function bodies is 
a complex and time-consuming task and one of the 
primary directions of future work. An example of 
the generated class is shown in Listing 1. In addi-
tion to adding classes, the generator can insert var-
ious properties and functions into existing classes. 

Listing 1. Example of generated class
open class A {
 private val a: Int = 1
 public inline val b: List<Int>
         get() = listOf()
 open fun c(): A = TODO()
 inner class B : A() {
         val a: Double = 0.0
         override fun c(): A = A()
 }
}

Compilation checker
To implement an oracle for the Kotlin compiler, 

first we need to understand what we are testing, 
what kind of errors we can look for and how to de-
tect them. The main platform for Kotlin compiler 
is the JVM, but there are also backends that allow 

compiling Kotlin to JS and to native binaries, which 
can run without a virtual machine. At this moment 
our tool supports JVM and JS backends. Adding a 
native backend is considered future work. In addi-
tion to the release versions of the compiler, we are 
testing various dev-builds for pre-release testing of 
new functionality.

The first type of errors we look for are crashes, 
and it’s quite easy to define them: their messages 
have a specific format that is easy enough to parse. 
Listing 2 shows an example of the crash message for 
the Kotlin compiler.

Listing 2. Example of Kotlin compiler crash mes-
sage

Exception in thread “main” org.jetbrains.
kotlin.codegen.CompilationException: Back-
end (JVM) Internal error: wrong bytecode 
generated

 L0 
   LINENUMBER 6 L0 
   NOP 
File being compiled: (1,1) in /File.kt The 

root cause 
…
Detecting miscompilations is a task of a different 

complexity. To search for miscompilations, we need 
to compile the instrumented program with different 
backends or in different modes of the same back-
end and compare their behavior. This is done using 
the voting method, the scheme of which is shown in 
Fig. 6. And it is important to take into account the 
specifics of the backend, for example, in JS division 
by 0 is undefined, and in the JVM it is an exception. 
For such situations, we have implemented a set of 
filters that help save time on manual processing of 
such cases. 

 Fig. 6. Voting system for the Kotlin compiler
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Bug manager implementation
The bug manager is used to reduce the time for 

manual processing of found bugs. All algorithms and 
approaches described in the previous section are suit-
able for Kotlin compiler bugs post-processing. To im-
prove the quality of reduction algorithms, more than 
thirty Kotlin specific transformations were implement-
ed on two types of code representation: text and PSI. 
Examples of text transformations are: deleting text in-
side a balanced pair of brackets, deleting text between 
two dots, replacing while with if, etc. PSI based trans-
formations, which are intended for complex modifica-
tions can be divided into the following groups:

— expression simplification (replace expression 
to constant of same type, simplification of if state-
ments, loops, elvis operator, etc.);

— removal of unneeded components (imports, 
function arguments, etc.);

— simplification of interdependencies (removal 
of inherited properties and functions, replacement 
of function bodies with TODO(), etc.);

— miscellaneous (comment deletion, formatting, 
etc.).

More details about the Kotlin program reducer 
and its results can be found in the article [20]. In 
general, a complex approach using language-agnos-
tic methods and language-specific transformations 
gives a good result. In practice, more than 90% of 
irrelevant information is removed from programs 
that lead to erro rs.

Kotlin compiler fuzzer evaluation

Active use of the tool has been going on for more 
than a 1.5 years. To estimate the effectiveness, 

we have been collecting statistics and logs all this 
time. To fuzz the Kotlin compiler, we did not use 
any big computing power, because, despite the effi-
cient work of post-processing algorithms, filtering 
uninteresting results and sending them to devel-
opers takes a lot of time. All interesting bugs were 
sent to Kotlin bug tracker — YouTrack (https://
youtrack.jetbrains.com/issues/KT?q=%23found-by-
fuzzer%20). Evaluation was mainly performed on 
a single computer with Intel(R) Core(TM) i7-8700K 
CPU@3.70 HGz and 32 GB RAM. The compiler 
version has always been kept up to date. As an in-
itial seed for mutation, we selected a compiler test 
suite, consisting of more than 6000 files. Mostly 
fuzzing was done for the JVM backend, but for sev-
eral months we were looking for bugs in the JS. It 
is also worth noting that BBF has been constantly 
improving during this time: new mutations and ora-
cles have appeared, because without improvements 
at some point fuzzing stops working.

Figure 7 shows the number of bugs posted per 
month for all time of fuzzing. The first results 
began to be transferred to developers in August 
2020. At that time, the compiler was not yet as re-
liable and stable as it is now. In November 2020, 
the Type Centric Enumeration approach [21] was 
implemented, which led to a significant increase in 
bugs found. After that, BBF interested the compil-
er development team and a lot of effort was spent 
to make the tool from research to practical. There 
were few launches during the rework, so there 
were few bugs before July 2021. In July 2021, the 
practice-oriented BBF went live and brought a lot 
of practical value. Developers often asked to test 
certain components of the compiler that were un-
der development, which also influenced the general 

  Fig. 7. Number of bugs posted per month
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trend towards an increase in the number of bugs 
found.

Table shows statistics on the distribution of 
found bugs. A total of 208 bugs have been submit-
ted as of this writing. Not specified bugs that do not 
fall into any category are either duplicates or not in-
teresting from the developer’s point of view. To bet-
ter understand our impact, during the experiment, 
about 13% of the total number of bugs in the JVM 
backend was found using BBF. The total number of 
errors found is several thousand, but most of them 
are caused by semantically incorrect code. These 
bugs get a low priority and are unlikely to ever be 
fixed, so the decision was made not to send such bug 
reports to the developers.

Conclusion

In this work, we have presented a platform for 
finding bugs in the programming language com-
pilers — Backend Bug Finder. After reviewing the 
compiler fuzzing area and choosing the methods 
to be implemented, we considered all the ideas and 
principles implemented in the tool. On the basis of 
the developed platform, a fuzzer was implemented 
for the compiler of the Kotlin programming lan-
guage. The results of fuzzing shows that the use of 
the fuzzer greatly improves the quality of the com-
piler: we published about 13% of the total number 
of bugs in the JVM backend reported during our 
experiment.

How difficult is it to adapt the platform to anoth-
er programming language? It is pretty easy to make 
a naive fuzzer, which will probably find some errors. 
But for deep and complete testing of the compiler, 
efforts will have to be made to write language-spe-
cific transformations, reduction algorithms and in-
frastructure for the efficient execution of generated 
programs.

As for future work, the BBF will improve both in 
practical and theoretical terms. In practical side, we 
plan implement a parallelling of the fuzzing process. 
In theoretical side, we will move towards gray-box 
fuzzing and other methods of program generation 
for compiler testing purposes. 

  Found bugs statistic

Bug status Critical Major Normal Minor
Not 

specified

Fixed 2 45 18 5 19

Open 0 11 12 2 16

In 
progress

0 1 2 0 1

Other 0 2 3 2 0
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Backend Bug Finder — платформа для эффективного фаззинга компиляторов
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Введение: стандартным способом проверки надежности компилятора является ручное тестирование. Но с его помощью невоз-
можно покрыть множество программ, которые могут быть написаны на целевом языке программирования. В настоящее время в 
дополнение к ручному тестированию существует множество автоматических методов проверки надежности компиляторов, среди 
которых фаззинг является одним из самых мощных и полезных. Цель: разработать платформу для фаззинга компиляторов и на ее 
основе инструмент для тестирования компилятора языка Kotlin. Результаты: разработана платформа Backend Bug Finder для фаз-
зинга компиляторов. В качестве метода для генерации случайных программ выбран мутационный подход, когда на вход мутатору 
подается программа, которую он пытается каким-либо образом преобразовать. Мутации могут быть как тривиальными, например 
замена арифметических операторов другими, так и сложными, меняющими структуру программы. Далее полученная программа 
подается на вход компилятору, и производится проверка его работы. Разработанный тестовый оракул может детектировать ошибки 
трех типов: падения, мискомпиляции и деградации производительности. В случае обнаружения ошибки тестовый пример подается 
в модуль постобработки, где применяются алгоритмы редукции и дедупликации. На основе платформы для апробации подхода раз-
работан инструмент для фаззинга компилятора языка Kotlin, который показал применимость платформы для поиска ошибок в со-
временных компиляторах. Практическая значимость: за полтора года функционирования разработанный инструмент обнаружил 
тысячи различных ошибок компилятора языка Kotlin, из них более 200 отправлено разработчикам, более 80 исправлено.

Ключевые слова — фаззинг, тестирование компилятора, генерация компиляторных тестов, Kotlin, мутационный фаззинг.
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based on the determination of certain events
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Introduction: In modern systems for communication, data storage and processing the error-correction capability of codes are estimated 
for memoryless channels. In real channels the noise is correlated, which leads to grouping error in bursts. A traditional method to fight 
this phenomenon is channel decorrelation, which does not allow developing of coding schemes, mostly utilizing the channel capacity. 
Thus the development of bursts decoding algorithms for arbitrary linear codes is the actual task. Purpose: To develop a single error burst 
decoding algorithm for linear codes, to estimate the decoding error probability and computational complexity. Results: Two approaches are 
proposed to burst error correction. The first one is based on combining the window sliding modification of well-known bit-flipping algorithm 
with preliminary analysis of the structure of parity check matrix. The second one is based on the recursive procedure of constructing the 
sequence of certain events which, in the worst case, performs the exhaustive search of error bursts, but in many cases the search may be 
significantly decreased by using the proposed heuristics. The proposed recursive decoding algorithm allows a guaranteed correction of any 
single error bursts within burst-correction capability of the code, and in many cases beyond the burst-correction capability. The complexity 
of this algorithm is significantly lower than that of a bit flipping algorithm if the parity-check matrix of the code is sparse enough. An 
alternative hybrid decoding algorithm is proposed utilizing the bit-flipping approach and showing the error probability and completion time 
comparable to the recursive algorithm, however, in this case the possibility of a guaranteed burst correction hardly can be proved. Practical 
relevance: The proposed decoding methods may be used in modern and perspective communication systems, allowing energy saving and 
increasing reliability of data transmission by better error performance and computational complexity.

Keywords — channels with memory, low-density parity-check codes, burst error correction.
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Introduction

Error-correcting coding is very important mean 
to provide the reliable data communication [1–3]. 
For the last 20 years, significant attention was 
paid to investigating of low-density parity-check 
(LDPC) codes. Despite of moving during the last 
years the research focus to the area of polar codes 
[4–6], LDPC codes remain part of many contempo-
rary standards, including digital video broadcasting 
(DVB), local wireless networks (802.11 WiFi), opti-
cal fiber communication (G.975.1), mobile networks 
of fifth generation (5G), etc.

For the last decades, traditionally the analysis of 
error-correcting performance of different codes in 
communication systems is hold by intensive mod-
eling in the channel with additive white Gaussian 
noise [7]. This is mainly connected with the fact 
that modern code constructions such as turbo codes 
or LDPC codes are pseudo-random, and while pro-
viding low error probabilities, which is agreed with 
Shannon’s random coding theorems, they are hard-
ly suited for theoretical analysis.

Along with it, assumption of Gaussian nature of 
noise is justificated, from the one hand, by simplic-

ity of this model, and from the other is provided by 
receiving decorrelation procedures, while in fact in 
many channels the noise process is not independent. 
To describe the typical errors ion such channels, the 
notion of single error burst of length b in error vec-
tor of length n is used — this is any binary vector 
consisting of n elements, containing all its non-zero 
elements within b subsequent positions. Since the 
number of individual errors in such burst may ex-
ceed the error-correction capability of the code (for 
independent errors), they cannot be managed by 
classical algebraic decoders of cyclic codes. Due to 
pseudo-random nature, absence of strict structure 
and per-symbol decoding procedures of LDPC codes 
they are less sensitive to errors grouping, however, 
when using LDPC codes, artificial interleaving pro-
cedures are used to decorrelate the channel [8]. 

At the same time, it is known from information 
theory, that if an interleaving is applied to channel, 
and the property of noise correlation is not taken 
into account during decoding, we get an equivalent 
(in terms of average number of erroneous bits in 
channel) memoryless channel with less capacity [9]. 
Burst correction has low attention in classical cod-
ing theory, and is considered mainly for cyclic codes 
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[10–12]. In the recent publication [13] the burst 
erasure correction is considered, but only for the 
family of block-permutation LDPC codes and under 
consumption of fixed burst positions (phased burst). 
Thus the actual task is development of coding and 
decoding procedures for channels with memory, in 
particular, for single burst correction.

In [14] it was shown that the maximal burst length 
that can be corrected by LDPC code may be calculat-
ed using the polynomial-time procedure, taking the 
parity-check matrix as input. In fact the sparseness 
property of parity-check matrix does not taken into 
account in this procedure, so it may be applied to any 
linear code. However, the development of correspond-
ent decoding algorithm realizing burst-correction ca-
pability of the code remain an open problem.

In this paper an approaches using sliding win-
dows to single bursts correction is considered. These 
approaches are based on analysis of LDPC code par-
ity-check matrix, however, obtained algorithms may 
be used for any linear codes, though with increasing 
the density of parity-check matrices the decoding 
complexity is also increasing.

Low-density parity-check codes

Low-density parity-check codes were proposed by 
R. Gallager [15]. These codes usually have low mini-
mal distance, however, good weight spectral proper-
ties and iterative decoding algorithms allow providing 
very low decoding error probabilities [16, 17]. LDPC 
codes are usually defined as elements of probabilistic 
ensembles, characterized by weight distributions of 
columns of parity-check matrix. From the analysis 
of the properties of LDPC ensembles it is known that 
irregular constructions (those with variable column 
weights) with well optimized weight distributions 
provide fast decreasing of error probability in the 
area of low signal-to-noise ratio [18]. However, these 
constructions are usually suffer from the effect of 
error-floor (low decreasing of error probability with 
signal-to-noise ratio increasing), and besides, encod-
ing and decoding procedures for them may be not so 
effectively implemented as for regular constructions. 
That is why today in practice the block-permutation 
construction of LDPC codes is most widely used (in-
cluding most communication standards), when the 
parity-check matrix has the form [19, 20] 
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Construction given in (1) defines regular qua-
si-cyclic code, for which especially computationally 
effective encoding and decoding algorithms may be 
implemented, and to obtain the advantages of opti-
mized irregular distributions the masking may be 
used by replacing some cyclic permutation blocks 
in (1) by zero blocks.

It is known that the performance of LDPC de-
coders may be negatively affected by “bad” place-
ments of non-zero elements in the parity-check ma-
trix. As the simplest requirement to avoid this we 
will assume that there are no two rows or columns 
having more than one non-zero element in common 
positions (in this case one say that the matrix con-
tains no cycles of length 4).

Calculation of the minimal distance of linear 
code, which defines the maximal number of cor-
rectable independent errors is NP-hard problem, at 
the same time, calculation of the maximal length of 
correctable single burst may be performed in poly-
nomial time using the procedure described in [14]. 
This procedure is based on the fact that if the code 
can correct all single error bursts of length bmax and 
less, then all error vectors, forming such bursts, 
should be in different cosets, or equivalently, have 
different syndrome. Thus, for any bursts e1 and e2 
of length bmax (or less) should holds e1HT e2HT, 
besides, multiplication of error vector forming the 
burst of length b by the parity-check matrix is 
equivalent to linear combination of columns of H in 
sub-matrix limited by b columns. That is, in mat-
rix H there should be no two submatrices of bmax 
subsequent columns, whose linear combination has 
the same result. This is guaranteed in case when 
the rank of concatenation of these two submatrices 
by columns is 2bmax. 

From the same considerations in the block-per-
mutation matrix (1) the maximal length of correct-
able error burst is always less than the block size, 
bmax < m, since sum of all columns within the block 
is all-ones column. However, in case when the pari-
ty-check matrix H is masked by all-zero blocks, this 
may increase the length of correctable error burst. 
Experiments show that without masking, with high 
probability, especially when m is prime and H has no 
cycles of length 4, the equation bmax = m — 1 holds. 

The classical decoding method of LDPC codes in 
the channel with soft (continuous) output (e.g. ad-
ditive white Gaussian noise channel) is belief prop-
agation algorithm. However, in case of the channel 
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with binary output the simpler bit flipping algo-
rithm may be used. In this paper, we consider on-
ly binary errors and we will consider only decoders 
with hard input and hard output.

The bit-flipping algorithm (Fig. 1) may be easily 
adapted to correction of single error burst by organ-
izing the sliding window of size bw, with the begin-
ning running through possible starting positions of 
the burst from 0 to n — bw (the decoding procedure 
may be significantly speeded up, if the estimations 
of supposed burst beginning are obtained, however, 
in the paper we are not considering such improve-
ments). Clearly, one should select bw bmax. In that 
algorithm the subvector of y with elements on posi-
tions i, …, i + bw – 1 is denoted as y(i, …, i + bw – 1), 
and for the matrix H the submatrix formed by col-
umns with numbers i, …, i + bw – 1, is denoted as 
H(i, …, i + bw – 1). By default, matrix multiplication 
is performed modulo 2, except when the operator 
“” is used denoting operations in decimal arith-
metic.

In case when the all-zero syndrome is ob-
tained, the algorithm returns the decoded vector 
which is a codeword, and informs about successful 
decoding. If for all possible positions of the sliding 
window after all decoding iterations the all-ze-
ro syndrome is not obtained, decoder signaling 
about failure and returns the word received from 
the channel itself as the decoded word. It should 
be noted that of the burst length does not exceeds 
the maximal correctable length bmax, then the 
state “success” always means correct decoding, 
otherwise “success” may be caused either by cor-
rect decoding or decoding error, that is, finding 
the wrong (false) codeword. 

This algorithm may be modified for the “fail-
ure” state case by determining the decoding result 
according to some criterion, which would allow de-
creasing the number of bit errors. However, in this 
paper we will consider the error probability per 
transmitted word as the target decoding character-
istics, so we will not consider such modifications.

For the channels with memory in [21] the mod-
ification of belief propagation algorithm is pro-
posed, based on preliminary channel state esti-

mation and subsequent decoding. The advantage 
of this algorithm is the possibility of correcting 
multiple bursts and individual errors, disadvan-
tage is growing complexity comparing to binary 
and integer operations, and necessity to provide 
the channel transition probabilities at the decod-
er’s input.

Algorithms for single error burst decoding

We will develop the algorithm for error burst 
correction, starting with the structure of (r  n) 
block-permutation matrix (1) of LDPC code (here r 
denotes the number of rows in H rather than actu-
al number of redundant bits). As it was mentioned, 
for this construction (without masking by all-zero 
blocks) bmax < m, where m is block size. Let the er-
ror burst of length b  bmax occurred in the chan-
nel, for simplicity we assume b = bmax, and for the 
received word the syndrome S is calculated. The 
subvector of error vector е containing the non-ze-
ro elements (i.e. the subvector on burst positions) 
denote as eb. Assume that we have the exact knowl-
edge about burst position and we may select the 
(r  b)-submatrix Hb containing columns of the pari-
ty-check matrix H corresponding to burst positions. 
Compute the vector T ,b bW 1 H  where 1b is all-one 
vector of length b, i.e. W is the sum of all columns 
of Hb. Consider two cases: the burst is either com-
pletely within some block of H, or, taking into ac-
count b < m, disturbing no more than two adjacent 
blocks of H. 

The first case is shown in Fig. 2, а, for the pari-
ty-check matrix with block size m = 7 and maximal 
correctable burst length bmax = 6. Since every block 
of H is cyclic permutation matrix and contains ex-
actly one non-zero element in the row, the vector W 
may contain only zeros and ones. If some i-th syn-
drome’s component is not zero, the correspondent 
i-th component of W should also be non-zero (other-
wise successful decoding for current submatrix Hb 
is not possible, since it contains no columns which 
would give non-zero syndrome element in i-th row). 
Hence, there are the only column in Hb which con-

INPUT: (r  n)-matrix H, received word y, window size bw, maximal number of iterations N.
OUTPUT: decoded word â  and status “success” or “failure” of the decoder.
1. Calculate S = yHT; if S = 0, return ˆ a y  and “success”.
2. For i = 0 to n — bw // cycle for sliding window positions:
2.1. For current window position set Sb = S, yb = y(i, …, i + bw – 1), Hb = H(i, …, i + bw – 1).
2.2. For j = 1 to N // cycle for decoding iterations:
2.2.1. Calculate fb = SbHb (in decimal arithmetics).
2.2.2. Determine the set pos = arg max {fb} of positions numbers of f with maximal values.
2.2.3. Invert elements of yb in pos positions.
2.2.4. Renew T ,b b bS y H  if Sb = 0, add (modulo 2) to subvector y(i, …, i + bw – 1) the vector yb, return ˆ a y  and “success”.
3. Return ˆ a y  and “failure”.

  Fig. 1. Windowed bit-flipping algorithm
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tributes to non-zero syndrome element. The number 
of this column corresponds to erroneous position 
within burst, we may subtract this column from the 
syndrome and continue decoding. As can be seen 
from the Fig. 2, а, for given example consideration 
of first three non-zero elements of the syndrome 
leads to all-zero syndrome and reconstructs the er-
ror burst eb. Consider also the vector fb = Sb Hb, 
which we use in windowed bit-flipping algorithm (see 
Fig. 1) — for considered example all its maximal 
components correspond to erroneous burst posi-
tions, and the others are zero (windowed bit-flip-
ping algorithm would correct such a burst by one 
iteration).

Now we consider more complicated case when the 
burst affected two adjacent blocks of H (Fig. 2, b). In 
this case the rows of Hb may be all-zeros, contain 
one non-zero element, or two elements from dif-
ferent blocks (in this example the border between 
blocks are between second and third columns of Hb). 
In figure the burst eb and vector fb are also shown. 
In this case the comparison by their elements does 
not allow, as in Fig. 2, а to determine error bits in 
eb by the values of fb with such confidence — for 
example, the value 2 which is close to maximal may 
correspond both to first position without error and 
to last with error. 

Basing on considered examples we may deter-
mine the following conditions by considering ele-
ments W and S, from which certain decoding states 
or events is followed, and formulate the correspond-
ing decoding steps:

— (Wi = 0, Si = 1): in this case the syndrome S 
cannot be obtained by any combination of bit errors 
within current burst position (i.e. current position 
of sliding window), decoding should be stopped and 
new window position should be defined (event “im-
possible”);

— (Wi = 1, Si = 1): in this case the column cor-
respondent to erroneous position within burst may 
be uniquely determined, correspondent bit of eb on 
this position is set to 1, and the column is marked as 
considered (for given window position this bit with-
in the burst would never change its value), then W 
and S may be renewed and decoding continues with-
in current window (event “certain 1”);

— (Wi = 1, Si = 0): in this case the column with 
one non-zero element in i-th row is certainly did not 
take part in computation of S, the correspondent 
bit of eb on position correspondent to this column 
may be set to 0, the column is marked as considered, 
which leads to renewal of W, and decoding continues 
within current window (event “certain 0”);

— (Wi > 1, Si = 1): for the considered block-per-
mutation constructions and b < m this event is pos-
sible only for Wi = 2, but in general case one may 
assume larger number of ones in i-th row of Hb, in 
this case we cannot certainly determine the values 
of any positions of the burst from i-th components of 
W and S (event “ambiguity”).

We may note that all listed situations are based 
on considering the non-zero elements of syndrome, 
except special case “certain 0”. First three cases de-
termine certain events (with conditional probability 

  Fig. 2. Decoding by certain events: а — burst within the block; b — burst in two blocks
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equal to 1, for the given window position): impossi-
bility of decoding, certain zero and one values with-
in the burst, conditioning that the burst is within 
the positions of current window. Basing on these 
events, the procedure may be determined looking 
through elements of S and W and performing de-
scribed decoding steps, while the event “impossible” 
would be determined or the all-zero syndrome ob-
tained. However, during the decoding the situation 
is possible, when for all non-zero syndrome elements 
the event “ambiguity” is determined. An example of 
such situation is given in Fig. 3, а for the case when 
two erroneous positions within the burst is found, 
and correspondent columns are excluded from con-
sideration (in figure they are shadowed). Using the 
rule for the event “certain 0” in Fig. 3, а will lead to 
very fast successful decoding, but this event may be 
absent (Fig. 3, b). Note that the parity-check matrix 
in Fig. 3, b is not block-permutation, and the burst 
of length 9 is considered, while the code from this 
example may correct all bursts of length no more 
than 7. 

In the case described in Fig. 3, b, the resolving of 
ambiguity is possible by using some heuristics [22], 
for example. As one variant we consider the hybrid 
decoder, when in case of ambiguity the decoding is 
switched to conventional bit-flipping within current 
window, until successful decoding or reaching the 
maximal number of iterations. Such approach de-
fines in fact two-stage decoding which may be con-
sidered as windowed bit-flipping decoding with pre-
liminary processing based on certain events.

However, to ensure guaranteed decoding of burst 
(at least within the burst-correction capability of the 
code) another approach may be considered. In case 
of uncertainty we make trial selection of erroneous 
position and return to certain events consideration 
basing on new W and S, until success or impossibil-
ity of the decoding will be determined, in the latter 
case the algorithm should trace back and select an-
other trial erroneous bits. If in the process of one 
trial we again meet the ambiguity, the next trial is 
made and so on, thus leading to tree-like exhaustive 
search. Surely, such search would lead to significant 
grow of complexity. To reduce the search, we will se-
lect as trial erroneous positions those with maximal 
value in vector fb = Sb Hb.

Basing on these considerations, the following re-
cursive algorithm may be proposed as general meth-
od of single burst decoding:

1) for the current window position determine 
certain values of error burst positions basing on 
conditions on S and W, until decoding ends or event 
“ambiguity” is determined (for all non-zero ele-
ments of S);

2) for the “ambiguity” decoding state select the 
position with maximal value of current vector fb as 
the next erroneous position and return to step 1, in 
case of failure select the next maximal value of fb 
and so on; if trial succeeded or all (non-zero) ele-
ments of fb are considered, go to step 3;

3) if the burst eb giving the all-zero syndrome is 
obtained during preceding steps, return codeword ,â  
which is vector y added (modulo 2) by burst eb om 

  Fig. 3. Uncertainty during decoding: а — resolvable by event “certain 0”; b — without resolving by certain events
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window positions, otherwise decoding in current 
window is failed. 

Described algorithm should be performed for all 
possible positions of sliding window, its pseudocode 
is given in Figures 4 and 5.

In fact, in the worst case for the given window 
position the algorithm performs exhaustive search 
by vectors eb, which guarantees finding the error 
burst giving the all-zero syndrome, however, ex-
tremely time-consuming. However, if described 
algorithm is applied to LDPC codes, especially for 
block-permutation constructions, and if the burst 
length does not exceeds burst correction capability 
of the code, in many cases decoding is ended by the 
first step (processing of certain events), either suc-
cessfully or not, then all the positions of error burst 
may be determined by no more than b steps.

To fasten the decoding speed (by cost of failure 
probability increasing, naturally), the recursion 
depth or the number of considered elements in fb 
may be limited. 

Analysis of decoding algorithms 
and simulation results

The algorithms described in preceding sec-
tions were implemented in MatLab environment 
under MS Windows 10, the simulations where 
made using CPU Intel Core i7-9700@3,00 GHz, 
RAM 32 Gb. The following algorithms were con-
sidered:

— windowed bit-flipping algorithm (WBF);
— hybrid decoding with processing of certain 

events basin on W and S with switching to win-
dowed bit-flipping algorithm in case of ambiguity 
(WS + WBF);

— recursive algorithm.
The following code constructions were selected 

for analysis:
— code 1: random (66.35) block-permutation 

LDPC code (1) with parameters  = 3,  = 6, m = 11 
(density of the parity-check matrix is   0.09), for 
this code bmax = 10;

INPUT: (r  n)-matrix H, received word y, window size bw.
OUTPUT: decoded word â , status “success” or “failure” of the decoding.
1. Calculate S = yHT; if S = 0, return ˆ a y  and “success”.
2. For i = 0 до n — bw // cycle for sliding window positions:
2.1. Set Hb = H(i, …, i + bw – 1), eb = (0, …, 0).
2.2. Calculate T .b bW 1 H
2.3. Call procedure [eb, status] = try_decode(Hb, S, W, eb), given in Fig. 5.
2.4. If status = “success”, add (modulo 2) to subvector y(i, …, i + bw – 1) the vector eb, return ˆ a y  and “success”.
3. Return ˆ a y  and “failure”.

  Fig. 4. General scheme of single error burst decoding algorithm 

PROCEDURE: [eb, status] = try_decode(Hb, S, W, eb).
INPUT: (r  bw)-matrix Hb, syndrome S, vector W, current burst eb.
OUPUT: renewed eb, status “success” or “failure”.
1. If S = 0, return [eb, “success”].
2. If i: Wi = 0 and Si = 1 (“impossible” event is determined), return [eb, “failure”].
3. For the first i = 0, …, r, for which Wi = 1 and Si = 0 (“certain 0” event is determined) or Si = 1 (“certain 1” event is determined): 
3.1. Find j: the number of (the only) nonzero element in i-th row of Hb.
3.2. Set eb( j) = Si.
3.3. If Si = 1, then renew the syndrome: sum (modulo 2) S and the column j of matrix Hb.
3.4. Mark the column j of Hb as considered (technically it may be zeroed).
3.5. Renew the vector W.
3.6. Call [eb, status] = try_decode(Hb, S, W, eb).
3.7. If status = “success”, return [eb, status].
3.8. If status = “failure”, set eb( j) = 0 and return [eb, status].
4. Calculate fb = S Hb (in decimal numbers). Sort fb together with the number of its positions by decrease, obtaining the vector 
fb,sort and corresponding array of indexes ind. Determine f>0 — the number of non-zero elements in fb.
5. For i = 1, …, f>0:
5.1. Set j = ind(i) ( j — position of the next element in fb by the value).
5.2. Set eb( j) = 1.
5.3. Calculate trial renewal of syndrome S by adding the j-th column of Hb to S.
5.4. Set the trial renewal of ,bH  marking j-th column as considered.
5.5. Calculate trial renewal of W.
5.6. Call [eb, status] = try_decode( ,bH  S, W, eb).
5.7. If status = “success”, return [eb, “success”].
5.8. If status = “failure”, restore the value eb( j) = 0 (if trial versions ,bH  S, W where not in separate memory, their values also 
should be restored by the moment of entrance in the cycle).
6. If this step is reached, then the search through elements of fb is completed without success, return [eb, “failure”].

  Fig. 5. Recursive procedure of decoding trial 
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— code 2: random (66.33) code with density 
  0.1 and bmax = 12;

— code 3: random (66.33) code with density 
  0.5 and bmax = 13.

Relatively small lengths of the codes were select-
ed to fasten simulations in MatLab, since for the 
code 3 (which is defined by the dense parity-check 
matrix) simulations take significant time. At the 
same time, some experiments with longer codes 
gave qualitatively the same results, so in what fol-
lows we consider the codes with listed parameters.

For error vector generation the burst beginning 
was selected randomly and uniformly, the first and 
last positions of the burst are set to ones, erroneous 
bits within the burst were generated with probabil-
ity 0.5, decoding fastening by means of estimation 
the burst position was not applied. Note that the 
simulation was also made for burst lengths exceed-
ing the correction capabilities of the codes, so the de-
coding error event consists both of decoding failure 
and decoding error, that is finding false codeword.

In Fig. 6 the results of evaluating the codeword 
(frame) error rate is given for windowed bit-flipping 
algorithm with 1, 5, 10 iterations, for the single 
burst lengths from 6 to 20. As can be seen from the 
curves, windowed bit-flipping algorithm did not re-

alize the burst-correction capability in any case, and 
since the algorithm is based on the sparsity of the 
parity-check matrix, for dense matrix (code 3) the 
error probability rapidly tends to one. For the ma-
trix (code 2) with density close to those of block-per-
mutation construction (code 1) the error probability 
is remarkably higher comparing to code 1. This may 
be connected to the fact that random matrix of code 2 
was not optimized in its structure for using tradi-
tional iterative decoders for LDPC codes. During 
decoding, all error events were caused by decoding 
failures, no any false codewords were found. 

In Fig. 7 the results for recursive decoding is 
given. The average time of one codeword decoding 
(in seconds) were also estimated. Since no special 
optimizations of decoders implementations were 
not performed, the goal of time estimation is to ap-
proximately evaluate the comparative complexity in 
different cases. For code 1 and code 2 the decoding 
algorithm was fully completed. During simulations 
of code 1 and code 2 there were no any cases of am-
biguity shown in Fig. 3. Besides, decoding did not 
lead to any failure events, so all decoding errors 
were caused by false codewords, and in many cases 
the decoding for burst lengths exceeding the correc-
tion capability was successful. As can be seen from 

 Fig. 6. Simulation results for windowed bit-flipping algorithm



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202248

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

Fig. 7, code 2 provides better error probability com-
paring to code 1, with comparable but slightly less 
decoding complexity.

As for code 3, which is defined by dense matrix, 
the simulation shows fundamentally different re-
sults. The decoding of one codeword might be up to 
1000 times slower than for code 1 and code 2, in fact 
in this case the decoder with high probability tends 
to brute force of error bursts. Thus for the code 3 
in Fig. 7 the artificial limitation of the number of 
calls of try _ decode procedure was set, equal to 
100bw. In this case decoder stops to find the false 

codewords and started to fail. From the window size 
of about 10, where the time curve of code 3 decod-
ing changes its fast growth by gentle increasing (see 
Fig. 7), the decoding failure in almost all cases is 
connected to reaching the maximal recursion depth 
for all window positions, and not with determining 
“impossible” event. Even in case of successful de-
coding, the recursion depth was close to maximal.

In Fig. 8 for the code 1 and code 3 are given: 
Tmin(Success), Tmax(Success), E(T(Success)) — min-
imal, maximal and average number of calls of 
try _ decode procedure (see Fig. 5) for successful 

  Fig. 7. Simulation results for recursive algorithm of single burst correction

  Fig. 8. The number of calls of try_decode procedure



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2022 49

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

decoding in the window, Tmin(Failure), Tmax(Failure), 
E(T(Failure)) — similar values for failed decoding in 
the window. As one can see, for the code 1 the maxi-

mal number of calls of try _ decode for given win-
dow position is approximately equal to window size 
bw both for correct and not correct window position. 

  Fig. 9. Comparison of different decoders for code 1 (a), code 2 (b) and code 3 (c)
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Minimal number of calls may be approximated as 
bw/2 for correct window position and 1 otherwise (in 
this case the event “impossible” is determined by the 
first call). For the code 3 the maximal recursion depth 
(and average for failed decoding) rapidly increasing 
and approaches upper limit of 100 window sizes even 
for burst lengths below correction capability.

In Fig. 9, а the evaluation of error probability 
and decoding time for windowed bit-flipping, hybrid 
and recursive algorithms for code 1 are presented. 
As can be seen, algorithms using analysis of certain 
events show approximately the same error proba-
bility (an order less than for bit-flipping algorithm) 
and comparable decoding time, the error events 
(caused only by false codewords) appears only for 
burst lengths exceeding the capability of the code. 
Recall that for these algorithms no uncertainty dur-
ing decoding were reached, so the decoding complet-
ed only by determination of certain events.

In Fig. 9, b, c the similar results for code 2 and 
code 3 are given. For code 2 the gain obtained by 
decoders analyzing the certain events comparing to 
bit-flipping algorithm is even larger than for code 
1, this may be reasoned both by worse performance 
of bit-flipping algorithm for code 2, and by the fact 
that code 2 has slightly larger burst-correction ca-
pability than code 1, and perhaps — better weight 
spectrum for correcting single bursts, so the decod-
ing far beyond correction capability for this code 
is possible. For the code 3 given by dense matrix, 
the recursive algorithm (with recursion depth lim-
ited by 100 window sizes) shows significant gain 
for bursts length up to 10 (recall that code 3 has 
bmax = 13), and two other decoders tends to error 
probability equal to 1. This gain is achieved by cost 
of significant decoding time, in all cases, when error 
probability close to 1, decoding time stops to change 

with burst length increasing, since in practically all 
cases decoding for all window positions is failed.

Conclusion

In this paper the decoding of single error bursts 
with linear codes is considered. The analysis of win-
dowed decoding is hold, basing on determination of 
certain events using structure of the parity-check 
matrix. The two-stage hybrid decoder is considered, 
combining the consideration of certain events with 
bit-flipping algorithm. The recursive decoding al-
gorithm is proposed, which guarantees correction 
of single error bursts with correction capability, 
the search in this decoder is optimized by selecting 
the least reliable position, determined by the col-
umn with most coincides of non-zero elements with 
syndrome. The evaluation of error probability and 
average decoding time per transmitted codeword 
is performed by computer simulation. The simula-
tion results show that proposed algorithms allow 
to correct large number of single error bursts with 
lengths exceeding the burst-correction capability. 
Proposed recursive algorithm may be applied to any 
linear code, however taking into account, that the 
decoding complexity is reasonable (and significantly 
less than for bit-flipping algorithm) only for codes 
which parity-check matrix is sparse enough.
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Декодирование линейных кодов при исправлении одиночных пакетов ошибок на основе определения 
достоверных событий
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Введение: в современных системах связи, хранения и обработки данных помехоустойчивость различных кодов, исправляющих 
ошибки, оценивается для каналов без памяти. В реальных каналах связи шум представляет собой коррелированный случайный про-
цесс, что приводит к группированию ошибочных бит в пакеты. Классический подход для борьбы с пакетированием ошибок состоит в 
применении процедуры декорреляции канала, что не позволяет строить кодовые схемы, наиболее полно реализующие пропускную 
способность канала. Таким образом, актуальной является задача построения алгоритмов декодирования для исправления пакетов 
ошибок для произвольных линейных кодов. Цель: разработать алгоритм декодирования одиночных пакетов ошибок для линейных 
кодов, оценить вероятность ошибки и вычислительную сложность разработанного алгоритма. Результаты: предложены два подхода 
к исправлению пакетов ошибок. Первый основан на комбинировании оконной модификации известного алгоритма инвертирования 
бит с предварительным анализом структуры проверочной матрицы. Второй основан на рекурсивной процедуре построения после-
довательности достоверных событий, в наихудшем случае осуществляющей полный перебор пакетов ошибок, который во многих 
случаях может быть значительно сокращен с помощью предложенной эвристики. Предложенный рекурсивный алгоритм декодиро-
вания позволяет гарантированно исправлять любые одиночные пакеты ошибок в пределах корректирующей способности кода, а с 
высокой вероятностью и сверх корректирующей способности. Сложность этого алгоритма значительно ниже сложности алгоритма 
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инвертирования бит, если проверочная матрица линейного кода является достаточно разреженной. Альтернативный гибридный ал-
горитм декодирования с использованием инвертирования бит для низкоплотностных кодов показывает вероятность ошибки и время 
выполнения, сравнимые с рекурсивным алгоритмом, однако возможность гарантированного исправления пакетов ошибок с его по-
мощью вряд ли может быть доказана. Практическая значимость: предложенные методы декодирования могут быть использованы 
в современных и перспективных системах связи, позволяя экономить энергию и повышать надежность передачи данных за счет 
лучшей эффективности исправления ошибок и меньшей вычислительной сложности.

Ключевые слова — каналы с памятью, коды с малой плотностью проверок на четность, исправление пакетов ошибок.
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Выбросы случайных процессов и проблема пересечений уровней
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Характеристики выбросов, пересечения заданных уровней, экстремальные 
значения случайных процессов – это класс характеристик, позволяющих описы-
вать структуру и вероятностное поведение случайных функций. По своему со-
держанию такие характеристики относятся к направлению междисциплинарных 
исследований. Необходимость их изучения связана с решением многочисленных 
задач из различных областей физики, техники и естествознания. 

Содержание данной работы отражает современное состояние исследований 
в области прикладной теории выбросов и общей проблемы «пересечений уровней». 
Здесь делается попытка систематизации, обобщения и развития основных резуль-
татов, попытка рассмотрения проблематики превышений заданных уровней «в це-
лом» для наиболее распространенных классов случайных функций. Представлено 
большое количество новых результатов. Это относится к анализу вероятностной 
структуры временных рядов, непрерывных случайных процессов, случайных по-
токов событий и случайных пространственно-временных полей. Показаны воз-
можности общей классификации прикладных задач и особенности их решения на 
основе использования характеристик пересечений уровней.

Для широкого круга специалистов, аспирантов и студентов, для тех, кто изу-
чает, исследует и применяет на практике модели и методы анализа различных по 
своей физической природе случайных данных.
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Введение: задача оценки времени задержки в кольцевых автоколебательных системах с запаздыванием по времен-
ным рядам возникает в самых различных областях науки и имеет большое значение при исследовании реальных си-
стем, генерирующих хаотические временные ряды. Цель: провести сравнительный анализ работы методов реконструк-
ции систем с запаздыванием по хаотическим временным рядам в отсутствие и при наличии аддитивного шума. Методы: 
применялись методы оценки времени запаздывания по статистике экстремумов, с использованием автокорреляцион-
ной функции и метод порядковой временной асимметрии. На основе последнего метода предложен метод, ориентиро-
ванный на оценку времен запаздывания в системах с двумя задержками. Результаты: проведен сравнительный ана-
лиз работы четырех методов реконструкции времен запаздывания в автоколебательных системах с запаздыванием по 
хаотическим временным рядам на примере систем Икеды с одним и двумя временами запаздывания. Показано, что в отсут-
ствие аддитивного шума метод оценки времени запаздывания, основанный на статистике экстремумов, является наиболее 
точным для случая анализа временных рядов систем как с одним, так и с двумя запаздываниями. При наличии аддитивно-
го шума предложенный в рамках работы модифицированный метод порядковой временной асимметрии при анализе систем 
с одним временем запаздывания работает не хуже, чем метод автокорреляционной функции и порядковой временной асимме-
трии. В случае двух времен запаздывания модифицированный метод порядковой временной асимметрии работает лучше дру-
гих. Практическая значимость: описанные методы могут иметь практическое приложение при оценке времени запаздывания 
в автоколебательных системах, при этом уровень аддитивного шума может влиять на точность оценки. 

Ключевые словаb — системы с запаздыванием, автоколебательные системы, оценка параметров, реконструкция 
уравнений, хаотические временные ряды.

Научные статьи
Articles

Для цитирования: Пономаренко В. И., Лапшева Е. Е., Прохоров М. Д. Оценка времен задержки по временным рядам кольцевых 
автоколебательных систем с запаздыванием. Информационно-управляющие системы, 2022, № 6, с. 53–61. doi:10.31799/1684-
8853-2022-6-53-61, EDN: SOYXID
For citation: Ponomarenko V. I., Lapsheva E. E., Prokhorov M. D. Estimation of delay times from time series of ring self-oscillatory 
time-delay systems. Informatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information and Control Systems], 2022, no. 6, pp. 53–61 (In Russian). 
doi:10.31799/1684-8853-2022-6-53-61, EDN: SOYXID

Введение

Системы, поведение которых определяется 
не только текущими значениями динамической 
переменной, но и одним или более задержанны-
ми состояниями, широко распространены в при-
роде и технике. Задержка в распространении 
сигнала в различных реальных системах может 
быть часто связана с конечностью скорости рас-
пространения потока информации, определя-
ющей характеристики системы. Запаздывание 
играет ключевую роль в формировании хаоти-
ческого сигнала в радиофизических генераторах 
с запаздыванием [1], оптических системах [2–4], 
а также проявляется в целом ряде биологических 
и физиологических систем [5–8]. В динамике по-
пуляций запаздывание связано с тем, что особи 

участвуют в репродукции лишь после периода 
взросления [9]. Одним из практических при-
менений кольцевых автоколебательных систем 
с задержкой является построение систем пере-
дачи информации на хаотической несущей [10], 
в том числе в оптическом диапазоне [11, 12].
Оценка запаздывания по временным рядам 

колебаний является важной задачей для многих 
научных дисциплин и может помочь в понима-
нии принципа функционирования исследуемых 
систем, а также для целей моделирования и про-
гнозирования поведения. Для решения задачи 
оценки параметров систем с запаздыванием ис-
пользуют специально разработанные методы, ко-
торые постоянно совершенствуются. При оценке 
параметров используют теоретико-информаци-
онные подходы [13, 14], регрессионный анализ 
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[15, 16], анализ экстремумов временных рядов 
[17], метод множественной стрельбы [18], метод 
ближайших соседей [19], энтропию перестановок 
[20], взвешенную энтропию перестановок [21], ме-
тоды машинного обучения [22] и др. Внимание 
исследователей привлекают новые методы, при-
менимые для оценки времени запаздывания по 
экспериментальному временному ряду, и способы 
расширения их функциональности. 
Задача оценки времени запаздывания суще-

ственно осложняется, когда динамика системы 
зависит не от одного, а от двух и более задер-
жанных координат. Так, в работе [23] был пред-
ложен новый метод оценки одного запаздывания 
по временному ряду, который может быть развит 
для эффективной оценки параметров в системах 
с двумя запаздываниями. В настоящей работе 
проведены сравнительный анализ трех методов 
оценки времен запаздывания в автоколебатель-
ной системе с одним запаздыванием, модифика-
ция метода для оценки двух времен запаздыва-
ния [23] и сравнение нового метода с методами, 
основанными на анализе экстремумов и авто-
корреляционной функции.

Методы оценки времени запаздывания

Системы с запаздыванием, описываемые 
дифференциальным уравнением первого поряд-
ка, могут быть записаны в достаточно общем ви-
де как 

 1 2    ( , ( ), ( ), ..., ( )),sx f x x t x t x t          (1)

где  — параметр инерционности системы; f — 
некоторая нелинейная функция; x — динамиче-
ская переменная; 1, 2, …, s — времена запаз-
дывания; s — число времен запаздывания в си-
с теме. 
В работе рассмотрены три часто используе-

мых метода для оценки времени запаздывания 
по временным рядам и предложена модифи-
кация одного из методов, ориентированная на 
оценку двух времен запаздывания. 
Первый метод основан на анализе статистики 

экстремумов [17]. Принцип его работы базируется 
на том, что расстояние между экстремумами вре-
менного ряда кольцевой системы с запаздывани-
ем не может принимать значения, равные време-
ни запаздывания. Таким образом, если построить 
зависимость количества временных интервалов 
между экстремумами от длительности этих вре-
менных интервалов, то количество временных 
интервалов длительности, равной времени запаз-
дывания в системе, будет минимальным. 
Метод статистики экстремумов был применен 

к временным рядам автоколебательных систем 

с двумя запаздываниями в цепи обратной связи. 
Показано [24], что в зависимости от числа пар 
экстремумов временной реализации, удаленных 
друг от друга на некоторое пробное время запаз-
дывания, присутствует два минимума, соответ-
ствующих двум временам запаздывания. 
Для оценки времени задержки в системах 

с запаздыванием часто применяется автокор-
реляционная функция, например, при оценке 
времени запаздывания по временным рядам 
интенсивности лазеров, описываемых уравнени-
ем с запаздыванием [25]. Автокорреляционная 
функция определяет зависимость взаимосвязи 
между сигналом и его сдвинутой копией от ве-
личины временного сдвига. По временному ряду 
колебаний x(t) исследуемой системы автокорре-
ляционная функция может быть определена как 

 0

1
d( ) ( ) ( ) ,

T
R x t x t t

T
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где x(t) — исследуемый временной ряд;  вре-
менной сдвиг; t — текущее время; T — время на-
блюдения. Автокорреляционная функция име-
ет экстремумы на временных сдвигах, близких 
к времени задержки и кратным ему временам. 
Метод оценки времени задержки, основанный 
на расчете автокорреляционной функции, явля-
ется вторым из рассматриваемых в данной рабо-
те методов.
В работе [23] предложен метод порядковой 

временной асимметрии для оценки единствен-
ной задержки по временному ряду. Этот метод 
был применен для нелинейного фильтра сколь-
зящего среднего с задержкой, хаотического ото-
бражения с задержкой и реальных климатиче-
ских рядов. 
Вкратце суть метода заключается в следу-

ющем. Порядковое символическое представле-
ние получается из исходного временного ряда 
путем построения векторов из трех значений 
переменных с лагом  (в дискретном времени n) 
(x(i), x(i – n), x(i – 2n)). При этом значение динами-
ческой переменной заменено на числа от 1 до 3 
в зависимости от его величины. Самое маленькое 
значение соответствует 1, среднее 2, самое боль-
шое 3. Таким образом, из временного ряда дли-
ной N выборок можно построить N – 2 векторов 
(шаблонов), каждый из которых представляет 
собой перестановку вектора (1, 2, 3). Количество 
возможных вариантов равно шести (1 = (1, 2, 3), 
2 = (1, 3, 2), 3 = (2, 1, 3), 4 = (2, 3, 1), 5 = (3, 1, 
2), 6 = (3, 2, 1)). Затем оценивается вероятность 
каждого шаблона. Для гауссова случайного про-
цесса вероятность шаблона не зависит от лага . 
В то же время, как показано в [23], для уравне-
ния скользящего среднего с задержкой эти веро-
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ятности демонстрируют отклонение от среднего 
значения при величине лага, соответствующей 
истинному времени задержки1.
Для оценки времени запаздывания предложе-

но [23] также использовать порядковую времен-
ную асимметрию (Ordinal Temporal Asymmetry, 
OTA): 

 1 6 2 4 3 5 .OTA               (3)

Эта мера достигает максимума при  = 1, что 
было показано в работе [23] на примере нелиней-
ного фильтра, хаотических дискретных отобра-
жений и реальных примерах. 
В настоящей работе описанный метод приме-

няется для кольцевой системы с запаздыванием, 
а также на его базе предложен новый метод для 
исследования временных рядов систем с одним и 
двумя временами запаздывания. 
Предлагаемый нами модифицированный 

метод порядковой временной асимметрии за-
ключается в том, что для построения шаблонов 
используется не один лаг, как это было сде-
лано в [23], а два, т. е. рассматриваются векто-
ры [x(i), x(i – n), x(i – n – m)]. Другими словами, 
анализируются три точки временного ряда, но 
не с равными расстояниями между ними, как 
в методе порядковой временной асимметрии, а 
с разными: между первой и второй точками рас-
стояние равно n, а между второй и третьей — m. 
Затем проводится суммирование вероятностей 
появления шаблонов и нахождение OTA для 
каждой пары m, n в соответствии с (3). Таким 
образом, пробным временам запаздывания соот-
ветствуют две координаты, m и n, и каждой паре 
значений m, n соответствует своя величина OTA. 
Величина OTA отображается цветовой гаммой 
на плоскости пробных лагов (m, n).

Результаты оценки времени 
запаздывания по временному ряду

Сравнение методов оценки времени задержки 
для системы с одним запаздыванием
В данном разделе проведено сравнение рабо-

ты всех четырех перечисленных выше мер оцен-
ки времени запаздывания по временному ряду 
для типичного представителя системы первого 
порядка с одним запаздыванием — уравнения 
Икеды [2] вида

 1sin( ( )),x x x t         (4)

где время запаздывания1 = 100; параметр инер-
ционности  = 4; параметр нелинейности  = 4. 
Расчеты проводились методом Эйлера с шагом 1 
и длиной временного ряда 105 точек.

Примеры применения выбранных мер к вре-
менному ряду системы (4) представлены на 
рис. 1, а–е. На рис. 1, е светлые области соответ-
ствуют более высоким значениям OTA, темные — 
более низким. Время запаздывания хорошо оце-
нивается по вертикальной линии, соответству-
ющей максимальным значениям OTA. Также 
для иллюстрации построена картина локальных 
максимумов, подобно тому, как строятся скеле-
тоны в вейвлет-спектрах. Черная вертикальная 
линия соответствует времени запаздывания си-
стемы (4). Видно, что один из максимумов хоро-
шо соответствует времени запаздывания. 
Как и ожидалось, метод статистики экстрему-

мов является наиболее точным. Минимум N() 
строго соответствует времени запаздывания 
1 = 100. Автокорреляционная функция демон-
стрирует особенности вблизи времени запазды-
вания, максимум R() соответствует значению 
102 и смещен на две единицы дискретного вре-
мени относительно истинного времени запазды-
вания. Экстремумы в вероятности порядковых 
паттернов на рис. 1, в смещены относительно ис-
тинного значения. Так, паттерн 6 демонстрирует 
максимумы на временах 99 и 103. Кроме того, есть 
также экстремумы на времени, близком к поло-
винному времени запаздывания. Это существен-
но затрудняет оценку времени запаздывания по 
временному ряду. В суммарном значении поряд-
ковой временной асимметрии OTA (рис. 1, г) есть 
максимумы, мешающие оценке времени запазды-
вания в системе. На плоскости рис. 1, д и е время 
запаздывания определяется более уверенно и со-
ставляет 101, что отличается от истинного на 1 %.
При добавлении аддитивного шума минимум 

N() при истинном времени запаздывания на 
рис. 1, а становится менее выраженным. При 
уровне добавленного шума 2 % от дисперсии 
сигнала системы (4) минимум перестает соответ-
ствовать точному времени запаздывания, демон-
стрируя смещение в большую или меньшую сто-
рону. При этом автокорреляционная функция, 
метод ОТА и модифицированный метод ОТА 
не демонстрируют изменения оценки запазды-
вания по сравнению с сигналом без шума. При 
дальнейшем увеличении уровня шума появля-
ется возможность оценить время запаздывания 
с погрешностью лишь по максимуму N(), в то 
время как минимум становится неразличимым. 
Другие методы еще продолжают работать.

Сравнение методов оценки времени задержки 
для системы с двумя запаздываниями
Интересно исследовать возможность рекон-

струкции времен задержки в кольцевых автоко-
лебательных системах с двумя запаздывания-
ми, поскольку в реальных сетевых системах со 
сложными связями часто присутствуют процес-
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сы, динамика которых определяется не одной, а 
бóльшим количеством задержек. 
В этой статье проанализирована работа четы-

рех мер для временного ряда модифицированной 
системы Икеды с двумя временами запаздыва-
ния: 

1 20 5 0 5, ( sin( ( ))) , ( sin( ( ))),x x x t x t            (5)

где 1 = 80, 2 = 100,  = 5,  = 4. Расчеты про-
водились по временному ряду длиной 105 точек, 
шаг интегрирования составлял 1. 

Так же, как и для системы с одним временем 
запаздывания, описанные методы применялись 
к временному ряду системы (5). 
Метод статистики экстремумов дает точные 

значения обоих времен запаздывания, соот-
ветствующих минимумам на рис. 2, а. Авто-
корреляционная функция R() демонстрирует 
единственный максимум на  = 97 (рис. 2, б), 
так что в этом случае оценить задержки по вре-
менному ряду не удается. 
Результаты использования метода поряд-

ковой временной асимметрии представлены 

  Рис. 1. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (4): а — статистика экстремумов; б — 
автокорреляционная функция; в — вероятности порядковых паттернов с D = 3; г — порядковая временная асимме-
трия OTA; д — модифицированная порядковая временная асимметрия; е — скелетон модифицированной порядковой 
временной асимметрии

  Fig. 1. Examples of applying the selected measures to the time series of the system (4): а — statistics of extrema; б — 
autocorrelation function; в — ordinal patterns probabilities with D = 3; г — ordinal temporal asymmetry OTA; д — modi-
fied ordinal temporal asymmetry; е — modified ordinal temporal asymmetry skeleton
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на рис. 2, в, г. Графики вероятности порядко-
вых паттернов с D = 3 (см. рис. 2, в) построе-
ны в зависимости от лага  для системы (5). 
Полученные зависимости сложно интерпре-
тировать, поскольку они содержат целый ряд 
экстремумов, не соответствующих ни одному 
из времен запаздывания. В суммарном значе-
нии порядковой временной асимметрии OTA на 
рис. 2, г также есть целый ряд максимумов, ко-
торые не соответствуют ни одному из времен за-
паздывания. 

В модифицированном методе порядковой 
временной асимметрии (рис. 2, д) временам за-
паздывания соответствуют горизонтальные и 
вертикальные светлые полосы, отражающие 
максимальные величины OTA. По максималь-
ным значениям можно провести вертикальные 
полосы при m = 83 и m = 102, что является до-
статочно близкой оценкой времен запаздывания 
в системе (5). Смещение оценки в большую сторо-
ну связано с наличием инерционности в системе. 
Для иллюстрации на рисунке проведены верти-

  Рис. 2. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (5): а — статистика экстремумов; б — 
автокорреляционная функция; в — вероятности порядковых паттернов с D = 3; г — порядковая временная асимме-
трия OTA; д — модифицированная порядковая временная асимметрия; е — скелетон модифицированной порядковой 
временной асимметрии

  Fig. 2. Examples of applying the selected measures to the time series of the system (5): а — statistics of extrema; б — 
autocorrelation function; в — ordinal patterns probabilities with D = 3; г — ordinal temporal asymmetry OTA; д — modi-
fied ordinal temporal asymmetry; е — modified ordinal temporal asymmetry skeleton
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кальные черные линии, соответствующие време-
нам задержки в системе (5). 
Более наглядно времена запаздывания опре-

деляются по скелетону (рис. 2, е). Этот рисунок 
представляет собой не такую прямую линию, 
как это было для системы с одним запаздыва-
нием (см. рис. 1, е), а извилистую линию с гра-
ницей слева 83, справа — 102. Эти границы 
представляют собой оценку времен запазды-
вания в системе. Вертикальные черные линии, 
проведенные на рис. 2, е, как и на рис. 2, д, со-
ответствуют временам запаздывания 80 и 100 
в уравнении (5). 

«Присутствие шума во временных рядах при-
водит к появлению дополнительных экстрему-
мов, не связанных с собственной динамикой 
системы с запаздыванием. Вследствие высоко-
частотного шума вероятность обнаружить пару 
экстремумов на удалении  друг от друга в общем 
случае должна возрасти. В результате с увели-
чением уровня шума наблюдается увеличение 
среднего значения N. Вероятность обнаружить 
пару экстремумов на удалении 1 друг от друга 
тоже растет. Однако при не слишком больших 

уровнях шума эта вероятность все же меньше, 
чем вероятность встретить пару экстремумов на 
удалении    1 . То есть качественные особен-
ности зависимости N(), обусловленные динами-
кой системы с запаздыванием, сохраняются при 
умеренном шуме» [24].
На рис. 3 представлены расчеты метода стати-

стики экстремумов, автокорреляционной функ-
ции и модифицированного метода порядковой 
временной асимметрии при достаточно большой 
дисперсии аддитивного шума, равной 0,5 [что 
составляет 15 % дисперсии сигнала системы (5)]. 
При этом минимумы в статистике экстремумов 
не видны совсем (рис. 3, а), а экстремумы ста-
новятся распределенными по временному ряду 
почти равномерно. В первую очередь это связано 
с плохой оценкой производной, что также нами 
отмечалось в работе [24]. Автокорреляционная 
функция практически не изменилась, демон-
стрируя один максимум на времени запаздыва-
ния 97, как и в примере без шума (рис. 3, б). 
В то же время следует отметить хорошую ра-

боту модифицированного метода порядковой 
временной асимметрии, предложенного в данной 

  Рис. 3. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (5) с добавленным шумом: а — стати-
стика экстремумов; б — автокорреляционная функция; в — модифицированная порядковая временная асимметрия 
OTA; г — скелетон модифицированной порядковой временной асимметрии

  Fig. 3. Examples of applying the selected measures to the time series of system (5) with additive noise: а — statistics of 
extrema; б — autocorrelation function; в — modified ordinal temporal asymmetry OTA; г — modified ordinal temporal 
asymmetry skeleton 
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статье (рис. 3, в). Светлые области, соответствую-
щие истинным временам запаздывания и макси-
мальным значениям OTA, также находятся при-
мерно на уровне m = 83 и m = 102, как и в случае 
без добавления аддитивного шума. На скелетоне 
OTA (рис. 3, г) видны характерные максимумы 
в районе m = 83 и m = 102. Вертикальные чер-
ные линии соответствуют истинным временам 
запаздывания 80 и 100 в (5). 

Заключение

В рамках данной работы проведен анализ 
трех методов оценки времени задержки по вре-
менному ряду в автоколебательных системах 
с запаздыванием и предложена модификация 
метода, ориентированная на оценку параме-
тров систем с двумя временами запаздывания. 
Показано, что метод статистики экстремумов 
хорошо работает при достаточно низких уровнях 
аддитивного шума для оценки как одного, так и 
двух времен запаздывания. Метод автокорреля-
ционной функции хорошо работает для систем 
с одним запаздыванием при небольшом времени 
инерционности исследуемых систем (по сравне-
нию со временем запаздывания), хотя и дает сме-

щенную оценку. В то же время для систем с дву-
мя временами запаздывания этот метод работа-
ет плохо. Метод порядковой временной асимме-
трии для систем с одним запаздыванием также 
дает смещенную оценку времени запаздывания, 
а для систем с двумя временами запаздывания 
не позволяет хорошо оценить величины времен 
запаздывания. Модифицированный метод по-
рядковой временной асимметрии в отсутствие 
аддитивного шума уступает в точности методу 
статистики экстремумов как для одного, так и 
для двух времен запаздывания. С другой сторо-
ны, при наличии шума в случае анализа систем 
с двумя запаздываниями модифицированный 
метод работает лучше других. 
Таким образом, при оценке времен запаздыва-

ния по временному ряду различных реальных си-
стем необходимо пользоваться всем спектром до-
ступных методов, что позволит более эффективно 
оценивать параметры исследуемых систем.
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Обязательными элементами оформления статьи являются: индекс УДК, заглавие, инициалы и фамилия 
автора (авторов), ученая степень, звание (при отсутствии — должность), полное название организации, 
аннотация и ключевые слова на русском и английском языках, ORCID и электронный адрес одного из авторов. 
При написании аннотации не используйте аббревиатур и не делайте ссылок на источники в списке литературы. 
Предоставляйте подрисуночные подписи и названия таблиц на русском и английском языках.

Статьи авторов, не имеющих ученой степени, рекомендуется публиковать в соавторстве с научным 
руководителем, наличие подписи научного руководителя на рукописи обязательно; в случае самостоятельной 
публикации обязательно предоставляйте заверенную по месту работы рекомендацию научного руководителя 
с указанием его фамилии, имени, отчества, места работы, должности, ученого звания, ученой степени.

Простые формулы набирайте в Word, сложные с помощью редактора Mathtype или Equation. Для набора 
одной формулы не используйте два редактора; при наборе формул в формульном редакторе знаки препинания, 
ограничивающие формулу, набирайте вместе с формулой; для установки размера шрифта в Mathtype никогда 
не пользуйтесь вкладкой Other, Smaller, Larger, используйте заводские установки редактора, не подгоняйте 
размер символов в формулах под размер шрифта в тексте статьи, не растягивайте и не сжимайте мышью 
формулы, вставленные в текст; пробелы в формуле ставьте только после запятых при перечислении с помощью 
Ctrl+Shift+Space (пробел); не отделяйте пробелами знаки: + = – , а также пространство внутри скобок; для 
выделения греческих символов в Mathtype полужирным начертанием используйте Style Other bold. 

Для набора формул в Word никогда не используйте вкладки: «Уравнение», «Конструктор», «Формула» 
(на верхней панели: «Вставка» — «Уравнение»), так как этот ресурс предназначен только для внутреннего 
использования в Word и не поддерживается программами, предназначенными для изготовления оригинал-
макета журнала.

При наборе символов в тексте помните, что символы, обозначаемые латинскими буквами, набираются светлым 
курсивом, русскими и греческими — светлым прямым, векторы и матрицы — прямым полужирным шрифтом.

Подробнее см. pdf-файл «Правила подготовки рукописей» (стр. 11) на сайте  https://guap.ru/ric
Иллюстрации:
— рисунки, графики, диаграммы, блок-схемы предоставляйте в виде отдельных исходных файлов, 

поддающихся редактированию, используя векторные программы: Visio (*.vsd, *.vsdx); Adobe Illustrator (*.ai); 
Coreldraw (*.cdr, версия не выше 15); Excel (*.xls); Word (*.docx); AutoCad, Matlab (экспорт в PDF, EPS, SVG, 
WMF, EMF); Компас (экспорт в PDF), веб-портал DRAW.IO (экспорт в PDF);

— фото и растровые — в формате *.tif, *.png с максимальным разрешением (не менее 300 pixels/inch).
Наличие подрисуночных подписей и названий таблиц на русском и английском языках обязательно 

(желательно не повторяющих дословно комментарии к рисункам в тексте статьи). 
В редакцию предоставляются:
— сведения об авторе (фамилия, имя, отчество, место работы, должность, ученое звание, учебное заведение и 

год его окончания, ученая степень и год защиты диссертации, область научных интересов, количество научных 
публикаций, домашний и служебный адреса и телефоны, e-mail), фото авторов: анфас, в темной одежде на белом 
фоне, должны быть видны плечи и грудь, высокая степень четкости изображения без теней и отблесков на лице, 
фото можно представить в электронном виде в формате *.tif, *.png, *.jpg с максимальным разрешением — не 
менее 300 pixels/inch при минимальном размере фото 4055 мм;

— экспертное заключение.
Список литературы составляется по порядку ссылок в тексте и оформляется следующим образом:
— для книг и сборников — фамилия и инициалы авторов, полное название книги (сборника), город, 

издательство, год, общее количество страниц, doi;
— для журнальных статей — фамилия и инициалы авторов, полное название статьи, название журнала, год 

издания, номер журнала, номера страниц, doi;
— ссылки на иностранную литературу следует давать на языке оригинала без сокращений;
— при использовании web-материалов указывайте адрес сайта и дату обращения.
Список литературы  оформляйте двумя отдельными блоками по образцам lit.dot на сайте журнала 

(http://i-us.ru/paperrules): Литература и References.
Более подробно правила подготовки текста с образцами изложены на нашем сайте в разделе «Руководство 

для авторов».
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