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AXIOM VYBERU A HYPOTEZA
KONTINUA - SOUVISLOSTI
A ROZDILY

Abstrakt: V prdci porovndvdme dvé
zndmd  mnoZinové-teoretickd  tvrzent,
totiz axiom vybéru a hypotézu kontinua,
z hlediska jejich historického vyvoje
a formulace a rovnéz z hlediska jejich
disledkii v matematice. Obé tvrzeni jsou
nezdvisld na ostatnich axiomech teorie
mnozin (pokud jsou tyto axiomy konzi-
stentni). Axiom vybéru - pies pocdtecni
vdhdni a nékdy i odpor - je dnes témér
univerzdlné ptijimdn. Naproti tomu
status hypotézy kontinua je mnohem
slozitéjsi a nepanuje shoda ohledné jeji
platnosti: hypotéza kontinua i jeji negace
(¢asto jako disledky silnéjsich tvrzeni)
rozhoduji odlisné mnohd matematicky
zajimavd tvrzeni, ale na rozdil od axiomu
vybéru neni ziejmé, které feSeni je to
»spravné (ve smyslu shody v matema-
tické komunité).
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Axiom of Choice and Continuum
Hypothesis - Connections and
Differences

Abstract: We compare two well-known
set-theoretical statements, namely the
axiom of choice and the continuum
hypothesis, with regard to their historical
development and formulation, as well
as their consequences in mathematics.
It is known that both statements are
independent from the other axioms of set
theory (if they are consistent). The axiom
of choice — despite initial controversies
- is today almost universally accepted
as an axiom. However, the status of the
continuum hypothesis is more complex
and no agreement has been found so far:
both the continuum hypothesis and its ne-
gation (often as consequences of stronger
statements) decide several mathematical
problems differently, but in contrast with
the axiom of choice it is not clear which of
the two solutions should be the “correct”
one (in the sense of an agreement within
the community).
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1. Uvod

V ptvodnim vyznamu znamenalo slovo ,axiom®“ tvrzeni, které povazujeme
za samoziejmé, zjevné pravdivé, nepotiebujici diikaz. V moderni dobé je
pojem axiomu chdpan komplexnéji, hlavné v diisledku vysledka Kurta Go-
dela o netdplnosti obvyklych axiomatickych teorii. V ¢lanku se soustfedime
na dvé tvrzeni, z nichz jedno je nyni téméf bezvyhradné chdpano jako axiom
a druhé by takovy status mit mohlo: axiom vybéru a hypotéza kontinua.
Ackoli tato tvrzeni vznikala téméf soucasné a miizeme fici, ze na obdob-
nych zékladech, ptistupujeme k nim v soucasnosti velmi rozdilné. Jedno
bézné prijimame jako axiom, o druhém uz jako o axiomu neuvazujeme.
Rozdily identifikujeme pfedev$im v oblasti historie téchto tvrzeni a v jejich
dasledcich.

V obsahlejsi kapitole ,Historicky kontext® se zaméfime na definici
axiomu vybéru a hypotézy kontinua. Dale pak na pouziti axiomu vybéru
pred rokem 1904, tedy pred rokem, nez byl tento axiom explicitné defino-
van. Tomuto obdobi se budeme vénovat podrobnéji, jelikoz ilustruje, jak
pfirozené tvrzeni axiom vybéru pro matematiky v té dobé byl. Celou touto
kapitolou prostupuje prace Georga Cantora, némeckého logika a matema-
tika, ktery je zakladatelem moderni teorie mnozin. Formuloval hypotézu
kontinua a vyrazné se zaslouzil i o zvy$eni povédomi o axiomu vybéru mezi
ostatnimi matematiky. Dale jsou zde uvedeny prace a vysledky vyznamnych
matematikil této doby, ktefi jednak vyrazné reagovali na Cantorovu praci,
jednak pouzili ve své praci axiom vybéru. V dalsi kapitole ,,Axiom vybéru
a hypotéza kontinua v matematice® se vénujeme dusledkiim axiomu vybéru
a hypotézy kontinua. Kapitola je spiSe shrnujici a ma ¢tenafi poskytnout
obecnou predstavu o tom, jakého charakteru jsou disledky jak axiomu
vybéru, tak hypotézy kontinua. Cely text vede k pfirozené otazce, zda se po-
dobné presvédcivé dusledky jako zname u axiomu vybéru objevi postupné
také u hypotézy kontinua (a tedy povedou k jejimu ptijeti nebo odmitnuti),
nebo je hypotéza kontinua, ¢i obecnéji otazka velikosti realnych ¢isel, inhe-
rentné prili§ vagni, nez aby méla vliv na matematicky vyvoj.
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2. Historicky kontext
2.1 Definice pojmii

Axiom vybéru a hypotéza kontinua jsou tvrzeni, kterd vstupuji do matema-
tiky na zakladé Cantorova nového pojeti nekone¢na. Do dob Cantorovych
bylo matematiky vétSinou pfijimano pouze tzv. potencidlni nekone¢no
prirozenych cisel, tedy predpoklad, Ze neexistuje nejvétsi prirozené Cislo.
S Cantorem prichdzi aktualni nekone¢no; tedy nekonecno, které chceme
pojmenovat, urcit jeho velikost, s¢itat, nasobit a mocnit — chceme s neko-
neénem zachdzet, jako s jinymi matematickymi objekty, jako jsou napft. celd
nebo raciondlni ¢isla ¢i funkee.

Na zakladé takového pristupu vznikaji nova tvrzeni, ktera mluvi o ne-
kone¢nych mnozindch. Pro nds text je podstatna Cantorova véta z roku
1874,! v niz dokdazal, ze pocet redlnych cisel, kterym se také tikd (redlné)
kontinuum, je ostte vétsi nez pocet prirozenych ¢isel, tedy v dne$ni termino-
logii, Ze realnych ¢isel je nespocetné mnoho.? Ale kolik jich je presné?’ Tato
otazka vedla Cantora k tzv. hypotéze kontinua, zkracené CH (Continuum
Hypothesis), ktera zni (nize zminime, Ze (2.1) md nékolik ekvivalentnich
formulaci):

(2.1) Kazdé nekone¢nd podmnozina redlnych ¢isel je bud stejné velkd jako mno-
Zina prirozenych ¢isel, nebo ma stejnou velikost jako mnozina vsech realnych
cisel.

Dale se tvrzeni, kterd mluvi o kone¢nych mnozinach, roz$ifuji i na tvr-
zeni, kterd mluvi o nekone¢nych mnozinach. Zatimco pro kone¢né mnoziny

! Georg Cantor, ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,*
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 77 (1874): 258-62.

? Cantor definuje, Ze mohutnost mnoziny A je mensi nebo rovna mohutnosti mnoziny B,
piSeme |A| < |B|, kdyZ existuje prostd funkce z A do B. Mohutnost mnoziny A je stejnd jako
mohutnost mnoziny B, |A| = | B|, kdyz existuje bijekce z A na B. Mohutnost mnoZiny A je ostte
mensi nez mohutnost mnoziny B, |A| < |B|, kdyZ existuje prostd funkce z A do B a zéroven
neexistuje bijekce z A na B. Tato definice je pfirozend v tom smyslu, Ze u kone¢nych mnozin
davé obvyklé uspotadani podle poctu prvki.

> Kde slovem ,presné“ se mini, které nekone¢né ¢islo odpovidda poctu realnych (isel.
Poznamenejme, Ze relace porovnani mohutnosti |A| < |B| je pouze binarni relaci a bez dal-
$iho jesté netikd, kolik ma ktera mnozina prvkd, fika jen ktera mnozina je mensi ¢i vétsi nez
ta druhd. Snaha prifadit kazdé i nekone¢né mnoziné ,¢islo“, které méfi pocet jejich prvka,
hréla z poéatku vyvoje teorie mnozin velkou roli, viz diskuze ohledné kardinalnich ¢isel nize
v textu.
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mize byt takové tvrzeni snadno dokazatelné, pro nekone¢né nikoli. Tako-
vym pripadem je axiom vybéru, zkracené AC (Axiom of Choice):

(2.2) Pro kazdou mnozinu A existuje funkce f takovd, Ze f(a) € a pro kazdé
neprdzdné a € A.

Funkci v definici (2.2) nazyvame vybérovou. Neni obtizné ukazat, ze vybé-
rova funkce existuje pro kazdou kone¢nou mnozinu. Ziejmé i proto je pri-
rozené zobecnit tuto definici na v§echny mnoZiny a fici, Ze vybérova funkce
existuje pro kazdou mnozinu, tedy i pro kazdou nekone¢nou mnozinu.

2.2 Princip dobrého uspordddni

Ukazuje se, ze axiom vybéru i hypotéza kontinua souviseji s tzv. principem
dobrého uspotfddani, ktery Cantor uvedl v roce 1883 ptivodné jako samo-
ziejmy logicky zakon:*

(2.3) Kazdé mnoZina muze byt dobfe usporadana,
kde dobré uspordddni je definovano nasledovné:

(2.4) Usporadani < mnoziny A je dobré usporadani, jestlize kazda neprazdna
podmnozina A ma nejmensi prvek v usporadani <.

Dobré uspotradani je prirozeny zptisob, jak ziskat vybérovou funkci:
je-li v (2.2) A systém podmnozin dobfe usporddané mnoziny X, 1ze snadno
definovat f(a) jako nejmensi prvek mnoziny a.>

Hypotéza kontinua hrala stézejni roli pfi zavedeni tohoto principu;
Gregory H. Moore ve své knize Zermelo’s Axiom of Choice: Its Origins,
Development, and Influence® uvadi, ze Cantorova korespondence dokonce
naznacuje, Ze to byla forma hypotézy kontinua, kterad Cantora vedla k for-
mulaci principu dobrého usporadani. Princip nebyl ptijat jako samoziejmy
a Cantor se jej po deseti letech pokusil dokazat. V této dobé jiz misto ,,prin-
cipu“ pouzival pojem ,,problém® nebo také ,véta“. A snaha dokazat tuto vétu

4 Georg Cantor, ,Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten, Mathematische
Annalen 21 (1883): 545-91.

* ProtoZze v matematice bychom ¢asto chtéli pouzit vybérovou funkci na podmnoziny redlnych
¢isel, vystupuje do popredi dulezitost otazky dobrého usporadani redlnych ¢isel, jak déle po-
pisujeme v textu.

¢ Gregory H. Moore, Zermelo’s Axiom of Choice: Its Origins, Development, and Influence (New
York: Springer, 1982).
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vedla némeckého matematika Ernsta Zermela k explicitni formulaci axiomu
vybéru.

Pojem dobrého usporadani je tudiz spjat jak s axiomem vybéru, tak
s hypotézou kontinua; nez se v§ak zamérime na toto propojeni, podivame
se na to, jak Cantor dobré usporadani definoval a jak s jeho pomoci zavedl
pojmy ordindlni ¢islo (ordindl) a kardindlni ¢islo (kardindl).

V pojmu dobrého uspotradani Cantor uchopil zakladni vlastnost uspo-
radani mnoziny ptirozenych ¢isel a zobecnil ji na vétsi systémy.” Protoze
dobfe usporadané mnoziny lze snadno porovnavat z hlediska jejich ,,délky*,
uvazoval v ¢lanku ,Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten“®
z roku 1883 ekvivalen¢ni tfidy dobfe uspofadanych mnozin a jejich repre-
zentanty nazval ordindlnimi ¢isly, ¢i kratce ordindly. Typ - tedy ordinal - je
podle Cantora kanonicky reprezentant ttidy izomorfnich dobfe usporada-
nych mnozin.®

Definice ordinalti vedla Cantora nasledné k definovani ¢iselnych tfid
(mohutnosti nekoneénych mnozin). Stanovuje, ze ordindlni ¢islo « je
v ¢iselné tfidé (B + 1), kdyZz mnozina vSech ordinalnich predchidcti o ma
mohutnost ¢iselné t¥idy S.!° Druhd ¢iselna tfida je tudiz mnozinou vSech
spocetnych ordindlnich ¢isel. Prvni ¢iselna tfida jsou vSechna konec¢na or-
dinalni ¢isla, coz jsou - definitoricky - v§echna pfirozend ¢isla. Pro ¢iselnou
tfidu budeme pouzivat zavedeny pojem kardindlni ¢islo. Prostfednictvim
tohoto procesu Cantor postuloval neomezenou posloupnost ¢iselnych tiid,
které spojovaly pojmy ordinalni a kardinalni ¢islo. Vznikla tak posloupnost
kardinald, které v ¢lanku ,,Beitrdge zur Begriindung der transifiniten Men-
genlehre® z roku 1895 nazval alefy."! Prvni ¢iselna tfida je tedy znacena jako
N,a druha ¢iselna jako X,.

7 Cantorova puvodni definice byla kostrbatéjsi: Usporadani < mnoziny A je dobré uspora-
déani kdyz: (i) A je linedrné usporadano relaci <, (ii) A méd v usporadani < nejmensi prvek a,,
(iii) kdykoli B S A a 3a € A \ B takové, Ze Vb € B: b < a, potom existuje nejmensi a € A\ B
takové, ze Vb € B: b < a. Je vidét, ze ptivodni definice vychdzela z vlastnosti obvyklych ¢isel-
nych usporadani na celych, raciondlnich a redlnych ¢islech, proto je kladen diiraz na linearitu
a existenci nejmensiho prvku. Z dnesniho pohledu jsou to vsak zbyte¢né komplikace, zasadni
je bod (iii) s kvantifikaci ptes vSechny podmnoziny.

® Cantor, ,,Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten.

° Dvé usporadani (A, <,) a (B, <) jsou izomorfni, kdyz existuje bijekce f: A > B takova, Ze pro
viechnax, y € A, x <,y, pravé kdyz f(x) <z f(y).

1 Viz Cantor, ,,Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten.

! Cantorovo oznaceni funkce, kterd a-tému ordindlnimu ¢islu prifazuje a-té nekone¢né kar-
dinalni ¢islo, oznacované R,. Napf. X,je mnoZina vech prirozenych ¢isel, tedy kone¢nych
ordindlnich ¢isel a také nejmensi nekone¢nd mnozina, a X, je nejmensi velikost vétsi nez X,.
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Nekonec¢né kardinalni ¢islo je zde v principu definovano jako ekviva-
lenéni tfida podle relace byt v ,bijekci na ordindlnich ¢islech®!?

(2.5) X je nekonec¢né kardinalni ¢islo, praveé kdyz X je ekvivalen¢ni tfida relace
»byt v bijekci na ordindlnich ¢islech®

V této dobé vsak definice kardindlnich ¢isel nebyla ustilend a miZeme se
setkat i s definici, Ze kardinalni ¢islo je ekvivalen¢ni tfida podle bijekce
na celém univerzu mnozin."

(2.6) X je kardinalni ¢islo, pravé kdyz X je ekvivalenéni tfida podle relace ,,byt
v bijekci na celém univerzu mnozin®

A uvedme jesté treti definici, kterd je v soucasné dobé chdpdna jako vychozi:

(2.7) Rikame, Ze « je kardinalni ¢&islo, jestlize a je ordinalni é&islo, které nelze
prosté zobrazit na 7zddné mensi ordindlni ¢islo.

Vidime, Ze definice (2.7) a (2.5) jsou na sebe snadno preveditelné v tom
smyslu, ze podle (2.7) je kardinal nejmensi ordinal z mnoziny ordindld, kterd
tvori kardindl ve smyslu definice (2.5). Tedy kardinal podle (2.7) je kanonic-
kym reprezentantem kardinalu ve smyslu definice (2.5). Mit jistou velikost
tedy podle téchto definic znamend byt v bijekci s néjakym ordinalnim ¢islem.
Ale zde se skryva problém: existuje-li bijekce mezi libovolnou mnozinou X
a ordindlnim ¢islem «, pak X 1ze dobte usporadat podle typu a. Tedy pokud
ma mit kazdd mnozina velikost, pak ji musi byt mozné dobfe usporadat,
a odtud tedy vychazi dilezitost principu dobrého usporadani. Naproti tomu

12 Jak nize zminime, ordindlni ¢isla se obvykle znaci feckymi pismeny z pocatku abecedy: a,
B, y atd. Relace ,,mit stejnou mohutnost* |«| = || na ordinalnich ¢&islech je relaci ekvivalence.
Kardindlni ¢isla mizeme ztotoznit s odpovidajicimi ekvivalen¢nimi t¥idami.

13 Ekvivalen¢ni tfidy jsou v8ak v tomto pfipadé vlastni tfidy (napt. ekvivalenéni t¥ida single-
tonu {0} obsahuje v§echny singletony {x} pro vSechny mnoZiny x), coz predstavuje drobnou
technickou obtiz, kterd ale pro nds zde neni podstatna.
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definice kardindlu (2.6) je obecnéjsi a i bez dalsich pfedpokladii plati, Ze
kazda mnozina ,,ma velikost®, tj. je prvkem néjaké ekvivalen¢ni ttidy podle
relace |A| = |B| na tfidé viech mnozin.

Prvni Cantorova formulace hypotézy kontinua z roku 1878 se vyhybala
pojmu kardinalniho ¢isla:

(2.8) Kazda nekone¢nd podmnozina X realnych ¢isel je bud spocetna, tj. exis-
tuje bijekce mezi X a pfirozenymi ¢isly, nebo ma mohutnost celého kontinua.

Az o Ctyti roky pozdéji, kdyz Cantor pise Richardu Dedekindovi, je pojem
mohutnosti pouzit explicitné:

(2.9)Mnozina redlnych ¢isel ma mohutnost mnoziny vsech spocetnych ordinal-
nich ¢isel.

Toto tvrzeni je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni:"

(2.10) Mohutnost mnoziny v§ech redlnych ¢isel je nejmensi nespocetny kardinal.

KdyzZ v roce 1895 ve svém ,,Beitrage** zavedl Cantor notaci pro kardinaly

pomoci funkce alef, ziskala hypotéza kontinua tuto podobu:
(2.11) 2% =X,.

Zatimco tvrzeni (2.10) a (2.9) jsou ekvivalentni bez axiomu vybéru,
ekvivalence mezi (2.10) a (2.8) ho vyzaduje. Rozdil mezi témito definicemi
je také v tom, Ze (2.8) umoznuje zkoumat, pro které podmnoziny R plati
hypotéza kontinua v tom smyslu, ze jsou bud spocetné nebo maji mohut-
nost kontinua. V kapitole 2.2 zjistime, Ze to plati mimo jiné pro uzaviené
podmnoziny R, viz dusledek Cantor-Bendixsonovy véty (2.12) zminény
v kapitole 2.2." V§imnéme si také, ze formulace (2.10) a (2.9) implikuji, Ze
existuje dobré usporadani realnych ¢isel, zatimco formulace (2.8) nikoli.

" Donald A. Martin, ,,Hilbert’s First Problem: The Continuum Hypothesis, Proceeding of
Symposia in Pure Matematics 28 (1976): 81.

'* Georg Cantor, ,Beitrige zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre,“ Mathematische
Annalen 47 (1895): 481-512.

' Pozdéji dalsi matematici rozifili Cantor-Bendixsonovu vétu na vSechny tzv. borelovské
mnoziny, coZ je nejmensi Booleova algebra mnozin obsahujici uzaviené mnoziny, ktera je
uzavfena na spocetné priniky, sjednoceni a dopliiky. S borelovskymi mnozinami se setkime
déle v textu. Nechceme zde zavadét piilis mnoho technickych definic, ale poznamenejme bez
podrobnosti, ze Cantor-Bendixsonova véta plati dokonce pro viechny analytické mnoziny
a za predpokladu jistych axiomi postulujicich existenci tzv. velkych kardindla pro véechny
projektivni mnozZiny.
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Moore zminuje, Ze je mozné, Ze pravé tento fakt vedl Cantora k do-
mneénce, Ze redlna ¢isla mohou byt dobfe usporddana a nasledné k formulaci
principu dobrého usporadani.” Moore dale uvadi, ze v roce 1897 Cantor vé-
fil, Ze nasel dtikaz dobrého usporadani redlnych ¢isel, ale Ze pravdépodobné
o korektnosti dtikazu pochyboval, jelikoz odmitl jeho zverejnéni. Néstin
predpokladaného dikazu poslal némeckému matematikovi Davidu Hilber-
tovi roku 1896 nebo 1897, dopis se ale nedochoval. Je v§ak pravdépodobné,
ze argument byl obdobny jako ten, ktery se objevuje ve dvou dopisech, které
poslal Cantor Dedekindovi v roce 1899.

Miizeme se domnivat, Ze Hilberta tento diikaz nepresvédcil, jelikoz
v roce 1900 na mezinarodnim kongresu matematiki v Pafizi zminuje
problémy kontinua a dobrého usporadani redlnych ¢isel jako prvni na svém
seznamu nejpodstatnéjsich nevyrfesenych matematickych problémi. Po této
Hilbertové prednasce se zacali matematici témto problémim vénovat ak-
tivnéji. Podle Hilberta se problém kontinua skladal ze dvou ¢asti, za prvé
z tvrzeni (2.8), Ze kazda nekone¢na mnozina realnych ¢isel je bud spocetnd,
nebo ma mohutnost kontinua, a za druhé z otazky, zda existuje dobré uspo-
radani realnych cisel. Hilbert souhlasil s Cantorem, Ze tyto dva problémy
jsou ustfednimi problémy soucasné teorie mnozin, coz se projevuje i v tom,
ze ovlivnil fadu matematik, aby svij vyzkum vénovali tomuto problému.
Napriklad podporoval praci Felixe Bernsteina a Felixe Hausdorffa v otazce
hypotézy kontinua. Také Zermeltiv ditkaz z roku 1904, ze kazda mnozina
muze byt dobfe usporadana, pokud predpokladdme axiom vybéru, byl na-
psan a publikovéan jako dopis Hilbertovi.

Cantor v dopise Dedekindovi z roku 1882 tvrdi, Ze je schopen dokazat
tvrzeni (2.9), totiz ze mnozina vsech redlnych ¢isel md mohutnost mnoziny
vSech spocetnych ordinalnich ¢isel, neboli druhé ¢iselné tridy, kterou Cantor
znadil R,. Brzy pouzil tvrzeni (2.9) u svych vysledki. Moore uvadi, ze Cantor
dvakrat v pribéhu roku 1883 tvrdil, Ze uritd podmnozina R md velikost
druhé ¢iselné tfidy, i kdyZz pouze ukazal, Ze tato podmnozina je nespocetnd
- napft. v kontextu tzv. Cantor-Bendixsonovy véty:"

(2.12) Kazda nespocetna uzavtena podmnozina R mize byt rozdélena na per-
fektni mnozinu a spocetnou mnozinu.

'7 Moore, Zermelo’s Axiom of Choice, 41-42.

'8 Cantor formuloval prvni verzi této véty jiz v roce 1883, ale obsahovala chybu, na kterou upo-
zornil §védsky matematik Ivar Otto Bendixson. Cantor na zakladé diskuze s Bendixsonem
vétu opravil (2.12). Viz Moore, Zermelo’s Axiom of Choice, 34.
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Dusledek této véty je, Ze kazda uzaviend nekone¢nd mnozina realnych ¢isel
je bud spocetnd, nebo md mohutnost kontinua," a tudiz hypotéza kontinua
ve formé (2.8) plati pro uzaviené mnoziny realnych ¢isel.

Pozndmka. Zminme jen pro uplnost tzv. zobecnénou hypotézu kontinua,
ktera fika, ze pro kazdé a, 2% = X, , neboli mohutnost mnoziny v$ech pod-
mnozin mnoziny mohutnosti X, je nejmensi kardindlni ¢islo vétsi nez X,.
Cantor nikdy explicitné neuvazoval o zobecnéni hypotézy kontinua na vyssi
kardinaly. Nicméné v dopise Mittag-Lefflerovi z roku 1882 pise, ze mnoZina
vSech realnych funkci ma velikost R,, tfeti ¢iselné ttidy, coz 1ze nazvat ,,¢as-
te¢nym® zobecnénim hypotézy kontinua.”! Byl to Philip E. B. Jourdain, ktery
v lednu 1905 poprvé publikoval zobecnénou verzi hypotézy kontinua, tedy
7e 2% =R .7

2.3 Pouziti axiomu vybéru pred rokem 1904

Na rozdil od hypotézy kontinua a principu dobrého uspotradani se axiom
vybéru objevoval v matematickych avahach spise skryté. Teprve v kontextu
Zermelova dtikazu jeho ekvivalence s principem dobrého usporadani si
ho matematici zacali vice véimat. Moore si v§ima ,skrytého pouzivani
axiomu vybéru pred rokem 1904 a piSe o jeho ,implicitnim pouziti“. Pod
toto implicitni pouziti spadaji i slab$i formy axiomu vybéru, jako je spocetny
axiom vybéru a princip zavislych vybért. Spocetny axiom vybéru je tvrzeni,
ve kterém se existence vybérové funkce omezi pouze na spo¢etné mnoziny,
byva zna¢en AC, a zni:

(2.13) Pro kazdou spo¢etnou mnozinu A existuje funkce f takova, ze f(a) € a
pro kazdé neprazdné a € A.

Princip zavislych vybért, ktery byva znacen DC (z anglického Dependent
Choices), je definovan nasledovné:?

19 Perfektni mnozina realnych ¢isel je uzaviena a bez izolovanych bodu. Lze ukazat, ze kazda
takova mnozina jizZ ma mohutnost celého kontinua.

% Jak jsme jiz vy$e zminili, hypotéza kontinua plati i pro véechny borelovské mnoziny, a do-
konce pro vSechny analytické mnozZiny (coZ jsou spojité obrazy borelovskych mnozin).

! Georg Cantor, Briefe (New York: Springer, 1991), 99.

22 Viz Philip E. B. Jourdain, ,On Transfinite Cardinal Numbers of the Exponential Form,*
Philosophical Magazine 9, no. 49 (1905): 42-56.

» Muzeme si v§imnout, Ze DC implikuje princip AC,.
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(2.14) Pokud S je bindrni relace na mnoziné A takovd, ze pro kazdé x v A exis-
tuje néjaké y v A takové, ze xSy , pak existuje posloupnost a,, a,, ... takova, Ze
pro kazdé prirozené ¢islo n, a, je v A a plati a,Sa,,,,.

Implicitnim pouzitim axiomu vybéru tedy oznacujeme dukaz, ve kte-
rém je pouzit axiom vybéru nebo jeho slabsi forma, ale v diikazu to neni
vyslovné uvedeno. Pred rokem 1904 muzeme podle Moora nalézt mnoho
prikladt tohoto implicitniho pouziti, napriklad v dilkazech tvrzeni, Ze
sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetnda mnozina
(Cantor), kde je zapottebi pouzit AC,, a ze kazda nekone¢na mnozina ma
spocetnou podmnozinu (Cantor,** Borel,” Russell*®), kde je zapotfebi DC.
Dile v dukazech principu rozkladu (Burali-Forti?), trichotomie kardinala
a principu dobrého usporadani, kde musi byt pouzit axiom vybéru v plném
znéni. V textu se ddle budeme vénovat vété o spocetném sjednoceni, vété, ze
kazda nekone¢na mnozina ma spoc¢etnou podmnozinu, a zminime i princip
rozkladu. Dale uvedeme Heineho vétu, jelikoz je to pravdépodobné jedna
z prvnich vét, ve které byl implicitné pouzit axiom vybéru a tvrzeni o ekvi-
valenci dvou definic konec¢nosti, jehoz dukaz také vyzaduje axiom vybéru.

»Skrytost axiomu vybéru muze mit mnoho pfi¢in. V $ir§im smyslu
sahd historie axiomu vybéru do dob Eukleidovych, kde mtZeme vidét jistou
formu vybérového principu ve vybéru libovolného prvku pti dokazovani
metodou generalizace.”® Vybrat jeden prvek z nekone¢ného mnozstvi ne-
¢ini zadné potize a stejné tak bezproblémové je vybrat jeden prvek z kazdé
mnoziny, pokud je téch mnozin kone¢né mnozstvi.?® Tento zptisob vybéru
Moore oznacuje za prvni fazi vyvoje axiomu vybéru. Za zcela pfirozeny pak
muzZeme povazovat posun k tomu, Ze matematici za¢nou vybirat prvek z ka-
zdé mnoziny i v ptipadé, Ze téchto mnozin je nekoneéné mnozstvi. Pokud
definuji pravidlo, podle kterého prvek vybiraji, patfi takovyto vybér podle
Moora do druhé faze vyvoje axiomu vybéru. Treti fazi charakterizuje to, Ze
pravidlo pro vybér prvki z kazdé mnoziny, kterych je nekone¢né mnozstvi,

2 Cantor, ,,Beitrige zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre.”

5 Emile Borel, Lecons sur la théorie des fonctions (Paris: Gauthier-Villars et fils, 1898).

26 Bertrand Russell, The Principles of Mathematics (Cambridge: Cambridge University Press,
1903).

?7 Cesare Burali-Forti, ,Le classi finite, Accademia delle Scienze di Torino, Classe di Scienze
Fisiche, Matematiche 32 (1896): 34-52.

8 Vybereme-li z mnoziny libovolny prvek, o kterém dokazeme néjakou vlastnost, pak usou-
dime, Ze tato vlastnost plati o vSech prvcich této mnoziny, jelikoz prvek byl vybran libovolné.
»V modernim kontextu ,necini potize“ chdpeme tak, ze generalizace se stala axiomem pr-
vorddové logiky a kone¢ny axiom vybéru je dokazatelny v teorii mnozin bez axiomu vybéru.

10
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sice existuje, ale matematik jej nepovaZzuje za podstatné uvést. A pro po-
sledni fazi je typické, ze matematik uc¢ini nekone¢né mnozstvi vybért, pro
které neexistuje zadné pravidlo.

Pouziti nekone¢né mnoha vybéru, bez moznosti stanovit pravidlo pro
tento vybér, je charakteristickym znakem ctvrté faze, ktera podle Moora
zac¢ind v fijnu 1871, kdy Eduard Heine publikoval ¢lanek tykajici se redlné
analyzy, ve kterém zminuje tvrzeni, dnes obvykle nazyvané Heineho véta:

(2.15) Redlna funkce f je spojita v bodé p, pravé kdyz f je sekvencné spojita v p.

Véta tvrdi, Ze plati ekvivalence dvou ruznych definic spojitosti. Nejprve
uvedeme definici Cauchyho a Weierstrasse:

(2.16) Redlna funkce f je spojita v bodé p, pokud pro kazdé e > 0 existuje néjaké
0 > 0 takové, Ze pro kazdé x z defini¢niho oboru f:

[x-pl<8>|fx)-fp)|<e

Druha definice, ktera je formulovdna pomoci posloupnosti a kterou budeme
dale nazyvat sekvencni spojitost, zni:

(2.17) Redlna funkce je sekven¢né spojita v bodé p, pokud pro kazdou posloup-
nost x,, x,, ... konvergujici k p, posloupnost f(x,), f(x,), ... konverguje k f(p).

Cantor ani Heine neuvedli a pravdépodobné tedy netusili, Ze pro dikaz véty
(2.15) je potfeba néjaky novy a zasadni predpoklad. Teprve v prvnim dese-
tileti dvacatého stoleti Michele Cipolla v Itlii a Wactaw Sierpinski v Polsku
nezavisle poukazali, Ze pro ditkaz véty (2.15) se zda byt nutny axiom vybéru
(napf. ve formé dobrého usporadani realnych ¢isel).*

Dalsi tvrzeni, které zde uvedeme a ve kterém je implicitné pouzit
axiom vybéru, je véta, ktera fika, ze nasledujici dvé definice konec¢nosti jsou
ekvivalentni.

(2.18) Mnozina A je kone¢na, kdyz pro néjaké prirozené ¢islo n existuje bijekce
mezi n a mnozinou A4, jinak je A nekone¢na.

?V té dobé jesté neexistovaly metody, jak ukdzat, Ze axiom vybéru je skute¢né potieba.
Tato moznost pfisla az s objevenim metody forcingu Paulem Cohenem v $edesatych letech
20. stoleti; dnes vime, Ze existuje model teorie ZF obsahujici redlnou funkci, kterd je sekvencné
spojita, ale ne spojita. Viz Eduard Heine, ,,Die Elemente der Functionenlehre,” Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik 74 (1872): 172-88.

*! Piseme ,,dedekindovsky nekone¢na®, abychom odligili obé definice a drzeli se souc¢asné ter-
minologie. Dedekind samoziejmé tento pojem neptipisoval sim sobé.

M
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(2.19) Mnozina A je dedekindovsky nekone¢na, kdyz néjakd vlastni podmno-
Zina B C A je v bijekci s A, jinak A je dedekindovsky koneéna.

Béhem druhé poloviny devatenactého stoleti fada matematiki, véetné
Cantora a Dedekinda, tvrdila, Ze tato ekvivalence plati. Uz v roce 1878
Cantor v ¢lanku, ve kterém dokazuje, ze R a R” pro libovolné n > 0 maji
stejnou velikost, rika, Ze mnoZina A je kone¢na, kdyz jeji velikost je néjaké
prirozené ¢islo.* Zaroven rika, Ze pro takovou mnozinu plati, Ze kazda jeji
vlastni podmnozina ma mensi velikost, zatimco nekoneénd mnozina A ma
stejnou velikost, jako néjaka jeji vlastni podmnozina. Ackoli to nepodava
jako definici kone¢né a nekone¢né mnoziny, tvrdi tim bez dtikazu, Ze plati
ekvivalence mezi vétami (2.18) a (2.19), ¢imz implicitné pouziva jistou formu
axiomu vybéru.

Dedekind se k otazce definice kone¢né (a tedy i nekone¢né) mnoziny
explicitné vraci ve své knize Was sind und was sollen die Zahlen?* z roku
1888, kde uvadi svou definici nekone¢na (2.19) a ukazuje, Ze obé definice
jsou ekvivalentni:

(2.20) Kazda dedekindovsky kone¢nd mnozina je kone¢nd v tom smyslu, Ze
existuje bijekce na néjaké prirozené ¢islo.

V dukazu této véty pouzil jistou formu axiomu vybéru. Z naseho pohledu je
dikaz zajimavy tim, Ze otevtel polemiku ohledné legitimnosti libovolnych
vybéru. V pfispévku na téma ,Dedekind: Was sind und sollen die Zahlen?“
namita italsky matematik Rodolfo Bettazzi pred Turinskou akademii véd
v roce 1896, ze si Dedekind vybere vse libovolné:

Ale protoze existuje vice nez jedna takova funkce mezi néjakym Z,a S, a pro-
toze Dedekind mezi nimi neuréuje jednu konkrétni, pak je tfeba zvolit libovol-
nou funkci, a udinit tak pro kazdou mnozinu funkci mezi néjakym Z,a S; to
znamend, Ze je tfeba si libovolné vybrat objekt (funkci) v kazdé z nekone¢nych
mnozin, coz se nezda presné; ledaze by nékdo chtél prijmout jako postulét, ze
takovy vybér mutize byt proveden - néco, co se ndm vSak nezda obhajitelné.*

% Viz Georg Cantor, ,Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre,” Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 84 (1878): 242-58.

# Richard Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? (Braunschweig: F. Vieweg, 1888).

3 Rodolfo Bettazzi, ,Gruppi finiti ed infiniti di enti,“ Accademia delle Scienze di Torino, Classe
di Scienze Fisiche, Matematiche 31 (1896): 512.

12
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Podle Moora Bettazzi libovolné vybéry odmital také kvali Giuseppe
Peanovi, ktery byl jednim z Bettazziho kolegli na vojenské akademii a jiz
drive mél namitky vidi pouzivini nekoneéné mnoha vybért. Moore tvrdi,
ze Peano, ktery se ¢asto ucastnil schiizi Akademie véd, mohl byt ptitomen,
kdyz Bettazzi prednasel sviij prispévek.

Nejasné pojeti axiomu vybéru se dale projevuje tim, Ze Bettazzi nakonec
tvrzeni (2.20) pfijima, ovSem na zakladé chybného dukazu, ktery publikoval
Cesare Burali-Forti v roce 1896 v ¢lanku ,Le classi finite“.*® Burali-Forti
ve svém dtikazu pouzil nasledujici (sporny) predpoklad:

(2.21) Pokud S je systém neprazdnych mnozin, potom S je v bijekci s podmno-
Zinou sjednocenti S.

V roce 1906 vsak Russell upozornil, Ze tento postulat plati jen v pripadé,
pokud vyzadujeme, ze mnoziny, které jsou prvky systému S, jsou vzdjemné
disjunktni.* Kdyz to vyZadujeme, pak se z principu (2.21) stava tzv. princip
rozkladu, ktery zni nasledovné:*”

(2.22) Kdyz je mnozina M rozloZena do systému S vzajemné disjunktnich ne-
prazdnych mnozin, potom § je v bijekei s néjakou podmnozinou M.

Kdyz v roce 1904 Zermelo formuloval axiom vybéru, uvedl ekviva-
lenci mezi (2.18) a (2.19) jako jeden z dilezitych dtsledkt axiomu vybéru.
To stejné nepresvédcilo Russella, ktery jesté v roce 1903 ve svém dile The
Principles of Mathematics®®* tvrdil, Ze mnozina je koneénd, pravé kdyz je
dedekindovsky kone¢na (aniz by uvazoval néjakou formu axiomu vybéru).

Dalsi tvrzeni, kterd zde zminime, jsou tvrzeni, ktera jsou spojena s Can-
torem, jelikoz ten ve své praci v teorii mnozin a topologii bodovych mnozin
v letech 1877 az 1897 opakované implicitné pouzival axiom vybéru. Casto

3 Burali-Forti, ,Le classi finite.”

* Naptiklad uvazme ndsledujici protiptiklad: necht S = P(w), pak S ma velikost 2¢,
ale US = w, kde w zna¢i mnozinu véech ptirozenych ¢isel a P(w) zna¢i mnozinu v§ech podmno-
Zin pfirozenych ¢isel.

7 Ekvivalentni znéni principu rozkladu je toto: jestlize existuje funkce f z mnozZiny A do ne-
prazdné mnoziny B, kterd je surjektivni (obor hodnot je celd mnozina B), pak existuje funkce
g: B> A, ktera je prosta.

38 Russell, Principles of Mathematics.

¥ Nezaménovat s dilem Principia mathematica, ktery Russell napsal s Alfredem
N. Whiteheadem. Viz Alfred N. Whitehead and Bertrand Russell, Principia Mathematica
(Cambridge: Cambridge University Press, 1927).
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to byla tvrzeni, ktera Cantor povazoval za prili§ elementarni na to, aby je
dokazal. Asi nejznaméj$im prikladem takového tvrzeni je nasledujici véta:

(2.23) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.

Tuto vétu Cantor uvedl ve svém ¢lanku z roku 1878 jako snadno dokazatel-
nou a dikaz ponechal na Ctenafi.

Dal$im prikladem je nasledujici véta, ktera se opét tyka pojmu ko-
nec¢nosti (nekone¢nd mnozina - ve smyslu definice, Ze neexistuje bijekce
na zadné prirozené ¢islo, kterd nema spocetnou podmnozinu, je dedekin-
dovsky kone¢na):

(2.24) Kazda nekone¢nd mnozina A md spoc¢etnou podmnozinu.

Tuto vétu poprvé uvedl Dedekind, avsak dokazal ji v roce 1895 Cantor.
Kli¢ova ¢ast ditkazu vypada takto: Necht T je nekone¢nd mnozina. Kdyz
pomoci néjakého pravidla odebereme konecny pocet prvki ¢, t,, ..., t,,
zbyva moznost odebrat dalsi prvek t,. Mnozina {t,},, kde v zna¢i néjaké ko-
ne¢né kardinalni ¢islo, je podmnozina T s kardindlnim ¢islem X,.*! Vidime,
ze Cantor zde alespon explicitné zminuje nutnost néjakého pravidla, ovéem
déle ho nespecifikuje.

Pro zajimavost uvedeme na konci této kapitoly nékolik prikladd im-
plicitniho pouziti axiomu vybéru jeho budoucimi kritiky. Stavalo se totiz
neziidka, Ze pfed rokem 1904 axiom vybéru pouzivali jeho budouci odpiirci,
napf. René-Louis Baire, Emile Borel, Henri Lebesgue, Bertrand Russell, Al-
fred North Whitehead a William Henry Young.

Borel ve své knize Legons sur la théorie des fonctions** uvadi nékolik vét,
jejichz diikaz potfebuje axiom vybéru. Jiz zminénou vétu (2.24), kterou zde
uvadiis dikazem, a také vétu obdobnou vété (2.23), jeZ zni:

(2.25) Sjednoceni spoc¢etné mnoha mnozin A,, 4,, ..., kazdé o mohutnosti kon-
tinua, ma také mohutnost kontinua.

V této knize také Borel uvazuje nejmensi o-algebru mnozin,* kterd
obsahuje vSechny oteviené mnoziny (dnes se jim fika borelovské mnoziny),

40 Cantor, ,,Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre.”

" Georg Cantor, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers (New
York: Dover, 1915), 105.

2 Borel, Legons sur la théorie des fonctions.

> g-algebra mnozin je systém podmnozin dané mnoziny, ktery je uzavieny na spocetné pri-
niky, sjednoceni a dopliky.
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a zkouma vlastnosti tohoto systému. Na jeho praci v tomto ohledu navazal
Lebesgue, ktery v roce 1902 definuje miru m na realné ose (obecnéji na R”),
jejiz defini¢ni obor je jisty systém omezenych podmnozin realné osy, ktery
zahrnuje vSechny borelovské mnoziny. Mira m spliuje nasledujici:

(i) m(A) =0 pro kazdou mnozinu A v defini¢nim oboru m,

(ii) m je invariatni vzhledem k posunuti,*

(iii) mira spoc¢etné mnoha méfitelnych disjunktnich mnozin je soucet mér
téchto mnozin (o-aditivita).

Kromé (i)-(iii) rovnéz implicitné predpokladal, Ze mira usecky s konco-
vymi body r, < r,je jeji délka, tj. m([r,,1,]) = m((r,r) =r,— 1,

Lebesgue byl schopen ukazat, ze defini¢ni obor m zahrnuje vSechny
omezené borelovské mnoziny (dokonce véechny omezené analytické mno-
ziny), ale nebyl si jisty, zda m méfi viechny omezené podmnoziny. Lebesgu-
eovo vahani se ukdzalo jako opodstatnéné, protoze kratce nato, v roce 1905,
sestrojil Giuseppe Vitali*® za predpokladu existence dobrého usporadani
realnych ¢isel nemétitelnou podmnozinu intervalu [0,1], kterd Lebesgueovu
miru mit nemuze.*® Dnes vime, Ze jistd forma axiomu vybéru je nutnym
predpokladem pro tento vysledek: bez axiomu vybéru je konzistentni (pokud
navic existuje tzv. nedosazitelny kardindl), Ze véechny omezené podmno-
Ziny jsou métitelné.” Zminme také, ze spocetnd aditivita Lebesgueovy miry
predpoklada spocetny axiom vybéru.*** Na to poprvé upozornil Sierpinsky
az v roce 1916, ale nedal k tomu zadné podrobnosti.*

Ackoli byly v matematice pred rokem 1904 (kdy Zermelo axiom vybéru
explicitné formuloval v ramci svého diikazu) ¢asto pouzivany libovolné
vybéry, vidéli jsme, Ze pouzivani axiomu vybéru v néjaké podobé bylo pred

# Tedy pro kazdou métitelnou A € R aredlné ¢islo rje m(A) =m(A +r),kde A+ r={a+r|a €A}
Je lehké ovéfit, ze to napt. implikuje, Ze m({r}) = 0 pro kazdé r € R.

4 Viz Giuseppe Vitali, Sul problema della misura dei Gruppi di punti di una retta (Bologna:
Tip. Gamberini e Parmeggiani, 1905).

4 Thomas Jech, The Axiom of Choice (Princeton, NJ: North-Holland, 1973), 8.

¥ Viz Robert M. Solovay, ,,A Model of Set Theory in Which Every Set of Reals is Lebesgue
Measurable,“ Annals of Mathematics 92 (1970): 1-56.

* Viz Solomon Feferman and Azriel Lévy, ,,Independence Results in Set Theory by Cohen’s
Method,“ Notices of the American Mathematical Society 10 (1963): 592-93.

*V modelu ZF zkonstruovanym Solomonem Fefermanem a Azrielem Lévym v roce 1963 je
R spocetné sjednoceni spocetnych mnozin, a tudiz Lebesgueova mira neni o-aditivni v tomto
modelu.

* Viz Wactaw Sierpinski, ,,Sur Ie role de I'axiome de M. Zermelo dans I'analyse moderne,“
Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de I’Académie des Sciences 163 (1916): 688-91.
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rokem 1904 casto prehlizeno nebo nebylo pokladdno za ptili§ zdsadni.
Skute¢nych odptircti vSak byl v té dobé malo. Zminime jen Peana, ktery
v roce 1890 ve svém ¢lanku ,,Demonstration de I'intégrabilité des equations
differentielles ordinaires“! pracoval s pojmem spojitosti a potfeboval vybrat
jeden prvek z kazdé ze spocetné mnoha mnozin A,, k ¢emuz poznamenava:

JelikoZ vsak nelze nekone¢né mnohokrat pouzit libovolné pravidlo, kterym se
prifadi tfidé A prvek této tfidy, uvadime zde presné urcené pravidlo, pomoci
kterého l1ze za vhodnych predpokladil priradit kazdé tridé A prvek této tridy.

Moore ho oznacuje za prvniho matematika, ktery, i kdyz ptijimal nekone¢né
tridy, kategoricky odmital pouziti nekone¢né mnoha libovolnych vybéri.>

V dalsich kapitolach budeme sledovat situaci ohledné axiomu vybéru
a hypotézy kontinua v kontextu matematickych vysledki, kde jsou tyto
predpoklady pouzity. Od pocate¢ni nejistoty ohledné (hlavné) axiomu vy-
béru, ktera byla ¢asto spojena s ,,filosofickymi“ otdzkami, za¢ne prevazovat
pragmaticky ztetel.

3. Axiom vybéru a hypotéza kontinua v matematice

Je dobré si uvédomit, ze mnoho dusledkt axiomu vybéru a ptipadné hypo-
tézy kontinua bylo dokdzano v dob¢, kdy jesté nebylo znamo, zda jsou tyto
predpoklady bezesporné. Z hlediska tehdejsi matematiky nebylo vylouceno,
ze napf. Vitaliho dikaz, Ze existuje lebesgueovsky neméftitelnd mnozina,
ve skute¢nosti nic o métitelnych mnozinach netikd, protoze existence dob-
rého usporadani realné osy ¢i existence vybérové funkce na podmnozinach
R mohly byt sporné predpoklady. Tato ambivalence a nejistota se promitala
do tvah a komentadit matematiki kolem axiomu vybéru a hypotézy konti-
nua v prvnich tfech desetiletich 20. stoleti.

Teprve vysledky Kurta Godela z prvni poloviny 30. let dvacatého stoleti
ukazaly, ze pokud jsou axiomy teorie mnozin bezesporné bez axiomu vy-
béru (nebo hypotézy kontinua), tak ziistanou bezesporné i po jejich pridani.
Tedy napt. existence dobrého usporadani realné osy sama o sobé ke sporu
nevede. Godelovy vysledky nicméné nezodpovédély otazku, zda uz nejsou
oba principy dokazatelné z ostatnich axiomt teorie mnozin. Teprve v prvni

’'Viz Giuseppe Peano, ,Demonstration de I'integrabilite des equations differentielles ordinai-
res,“ Mathematische Annalen 37 (1890): 182-228.

52 Tbid., 210.

3 Moore, Zermelo’s Axiom of Choice, 76.
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poloviné 60. let dvacétého stoleti Paul Cohen dokdzal metodou forcingu, ze
ani priddni negace obou tvrzeni ke sporu nevede,* za coz roku 1966 ziskal
Fieldsovu medaili.

Ambivalence zptisobend nejistotou ohledné konzistence téchto axiomu
tedy zmizela, nicméné se objevila pfirozena otdzka ohledné ,pravdivosti®
(v naivhim smyslu) obou predpokladii: miizeme pouzivat tyto axiomy
v jejich pozitivni ale i negativni podobé; podle kterych kritérii mame volit?
MizZeme usuzovat, Ze matematici se ve skute¢nosti rozhodovali povétsinou
podle bohatosti dusledk a ,elegance” ¢i ,krasy“ vzniklé teorie. Tento pri-
stup vede prirozené k ptijeti axiomu vybéru, nicméné u hypotézy kontinua
situace tak jednoznac¢na neni, jak uvidime nize.

3.1 Axiom vybéru

Axiom vybéru se v matematickych dikazech objevuje ve vice formdch.
Neékdy k diikazu postacuji slabsi tvrzeni, které je axiomem vybéru impli-
kovano. Mezi takova patfi jiz zminénd tvrzeni: spoletny axiom vybéru
(2.13) a princip zavislych vybért (2.14). Dale se v dikazech velmi ¢asto
vyuzivaji tvrzeni, kterd jsou axiomu vybéru ekvivalentni, coZ je jiz uvedena
véta o dobrém usporadani (2.3) a princip maximality, ktery se také nazyva
Zornovo lemma. Tento princip zni:

(3.26) Necht (A, <) je uspofadand mnozina takova, ze kazdy neprazdny retézec
v A ma horni mez. Potom nad kazdym prvkem v A existuje maximdlni prvek
v usporadani <.

Kde fetézcem rozumime jakoukoliv podmnozinu B € A, Ze pro véechna x,
y v Bbud x < y, nebo y < x (tedy usporadani < je na B linedrni). Zornovo
lemma se ¢asto pouziva misto axiomu vybéru, protoze se vyhybd mnozi-
noveé-teoretickym pojmim jako dobré usporadani nebo vybérova funkce,
které nahrazuje jednoduchymi pojmy jako maximalni prvek, které jsou
matematikéim blizsi.

Tento princip se v trochu jiném (ale ekvivalentnim) znéni objevil jiz
na pocatku stoleti v pracich némeckého matematika Felix Hausdorffa®

¢ Viz Paul J. Cohen, ,,The Independence of the Continuum Hypothesis,“ Proceedings of the
National Academy of Sciences of the United States of America 50, no. 6 (1963): 1143-48.

% Felix Hausdorff, ,, Die Graduierung nach dem Endverlauf,“ Koniglich Sdchsischen Gesellschaft
der Wissenschaften zu Leipzig 61 (1909): 297-334.
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(1909), polského matematika Kazimierza Kuratowského®® (1922) a kone¢né
vroce 1935 v dile némeckého matematika Maxe Zorna.” Na rozdil od Haus-
dorffa a Kuratowskiho Zorn nepovazoval toto tvrzeni za vétu, ale za axiom
a sam ho nazval principem maximality. Formuloval ho proto, Ze princip
dobrého usporadani pokladal za prili§ komplikovany a (spravné) ocekaval,
ze jeho princip povede k elegantnéj$im a priméjsim dikaziim v algebre
a dalsich klasickych matematickych oborech.

Je znamo mnoho désledkt axiomu vybéru. Nasim cilem neni zde
poskytnout uplny vycet, ale dat ¢tenafi aspon zakladni predstavu o jejich
charakteru: nékteré dusledky se zdaji byt intuitivné ,spravné®, ,zfejmé“
¢l ,uzite¢né®, zatimco jiné mohou puisobit paradoxné nebo az nespravneé.
Podrobny vycet disledk miize ¢tendf nalézt naptiklad v publikaci Con-
sequences of the Axiom of Choice od Jeana E. Rubina a Paula Howarda® ¢i
méné obsahly vycet, ale s podrobnymi diikazy v knize The Axiom of Choice
od Tomase Jecha.”

Mezi témi ,spravnymi“ ¢i ,uzite¢nymi“ disledky axiomu vybéru
uvedme napf. nasledujici véty, (i) kazdy vektorovy prostor ma bazi, (ii) ka-
2dé téleso ma jedine¢ny (az na izomorfismus) algebraicky uzavér, (iii) kazdy
vlastni filtr mze byt rozsifen do ultrafiltru, (iv) jiz zminénou vétu (2.23),
ze sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetna mnozina
a (v) Heineho vétu (2.15) o charakterizaci spojitosti. Neni s podivem, Ze po-
sledni dvé véty jsme uvedli jiz v kapitole vénované historickému kontextu,
nebot je pfirozené, ze axiom vybéru vstoupil do matematiky pravé s vétami,
které matematici povazovali za uzitecné.

Pro ilustraci uvedme trochu podrobnéji dikaz, Ze sjednoceni spocetné
mnoha spodetnych mnozin je spocetné, aby Ctenaf sam posoudil intuitiv-
nost takového dikazu. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, ze {X; | i < w}
je systém spocetnych vzdjemné disjunktnich mnozin. UkdZeme, jak sestro-
jit bijekci na w x w, to je dostacujici, protoze w x w ma velikost w.** Pro
kazdé i tak mtizeme definovat mnozinu F;, ktera obsahuje v§echny bijekce

*¢Kazimierz Kuratowski, ,Une méthode d’elimination des nombres transfinis des raisonne-
ments mathematiques,“ Fundamenta Mathematicae 3 (1922): 76-108.

7 Max Zorn, ,A Remark on Method in Transfinite Algebra,“ Bulletin of the American
Mathematical Society 41 (1935): 667-70.

8 Paul Howard and Jean E. Rubin, Consequences of the Axiom of Choice (Providence, RI:
American Mathematical Society, 1998).

% Jech, Axiom of Choice.

¢ Podle Cantorovy-Bernsteinovy véty staci ovéfit, Ze existuje prosta funkce z w do w X w
a naopak. Napft. funkce f: w x w > w definovana predpisem f((m, n)) = 23" je prosta. Funkce
g(n) = (n, 0) je prostou funkci z w do w x w.
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z X;na w (protoze predpokladame, Ze X;je spocetna, je F,neprazdna mno-
Zina). Jelikoz pfedpokladdme AC, existuje na mnoziné {F,| i < w} vybérovd
funkce f. Ozna¢me f,= f(F). Je snadné ovéfit, ze funkce g, kterad prifazuje
prvku x v X;hodnotu (i, fi(x)) je bijekci mezi {X;| i < w} a w x w. V§imnéme si,
7e nam stadil spocetny axiom vybéru, protoze systém {F;| i < w} je spocetny.
Moznost vybrat f; z kazdé mnoziny F; nardz pro véechny i < w se zda jako
intuitivné ptijatelny krok, protoze to mtiizeme udélat pro kazdé i < w zvlast.
Nicméngé, jak jsme popisovali vySe, nemoznost udélat tento vybér vidy ex-
plicitnim mohla byt chapana jako problematickd (viz Peantiv komentar vyse
na konci kapitoly 2.3).

Zastavme se nyni kratce také u nékterych paradoxnich dusledka
axiomu vybéru. Nejcastéji uvadény takovy duisledek je, Ze existuje omezena
podmnozina realnych cisel, ktera neni lebesgueovsky méfitelnd, jak jsme
jiz popsali na konci kapitoly 2.3. Jinym dusledkem axiomu vybéru je tzv.
Banachuv-Tarského paradox, ktery je zndmy pod popularnim a neformal-
nim znénim, Ze kouli v prostoru R?lze rozfezat na kone¢né mnoho dila
a preskladat na dvé koule shodné s ptivodni kouli. Jind forma tohoto para-
doxu fik4, ze lze takto rozifezat ¢tverec na redlné ploe R?a slozit z néj kruh
se stejnym obsahem.®

Tato ambivalence je pro axiom vybéru charakteristicka. Na jedné strané
jsou véty, které jsou v ,,bézné“ matematice pouzivany, bez jakéhokoli pode-
zteni, Ze v jejich ditkazu se pouziva predpoklad, ktery by nékdo mohl pova-
zovat za neodivodnény nebo dokonce chybny. Na strané druhé véty, které
nam prijdou tak nepravdépodobné, ze je nazyvame paradoxem.® Otdzkou
zUstavd, jak se s touto dvojakosti vyrovnat.

Jak jsme popisovali, vétdina matematikii se rozhodla axiom vybéru
pfijmout, a tedy ty ,spravné“ duasledky prevazily. Navic, jak jsme zminili
v poznamce 54, mnohdy se ukazalo, Ze zdanlivé paradoxni dusledek vedl
k podrobnéjsimu vyzkumu dané oblasti (jako napt. u Lebesgueovy miry).

Na zavér této kapitoly se kratce vénujme negaci axiomu vybéru. Je
zfejmé, Ze negace axiomu vybéru je samo o sobé velmi slabé tvrzeni: totiz
Ze existuje mnozina, na které neexistuje vybérovd funkce — takové tvrzeni

® Je zajimavé, Ze v téchto vysledcich nelze volné ménit dimenzi prostoru: i s axiomem vybéru
je sporné predpokladat, ze kruznici na redlné plose lze preskldadat do dvou kruznic shodnych
s ptvodni kruZnici (protoze takové presklddani musi zachovat obsah, zatimco pro objem to
nutné neni; technické podrobnosti jsou nicméné mimo ramec tohoto ¢lanku).

¢ Takovy paradox ovéem muZeme chépat také pozitivné v tom smyslu, ze ackoli ndm néjaky
dusledek nejprve prijde paradoxni, je to jen proto, ze jsme dané problematice dosud spravné
nerozuméli a ze je komplexnéj$i nez nase piivodni (naivni) ocekavani.
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tézko pomtize v dikazu néjakého matematicky zajimavého tvrzeni. Aby
mohla byt negace vybéru skute¢né povazovana za alternativu k axiomu vy-
béru, je tfeba, aby méla také néjaky ,pozitivni“ obsah. Takové tvrzeni bylo
skute¢né objeveno, jedna se o tzv. axiom determinovanosti, zkracené AD,
ktery byl poprvé formulovan v roce 1962 polskym matematikem Hugem
Steinhausem® a ktery stejné jako axiom vybéru pfirozené plati pro kone¢né
mnoziny. Axiom determinovanosti je tvrzeni, Ze pro kazdou A € w*je hra
G, determinovana.® AD implikuje DC, ale také implikuje, Ze realna cisla
nelze dobfe usporadat. Axiom determinovanosti se i pfes poc¢ate¢ni nadéje
nékterych mnozinovych teoretik (napf. Hugh Woodin) neprosadil jako
alternativa k axiomu vybéru.

3.2 Hypotéza kontinua

vy s 7

V této kapitole se zaméfime na popsani nékterych dasledki hypotézy konti-
nua a vyzdvihnuti rozdilu oproti axiomu vybéru. Neklademe si za cil uvést
kompletni vycet téchto disledki.® Hypotézu kontinua budeme uvaZzovat
pouze v kontextu axiomu vybéru, jak je obvyklé.®

Samotna otazka, kolik je redlnych ¢isel, tedy ktery kardinal odpovida
mocniné 2%, je na prvni pohled velmi pfirozend. Avsak a priori se nena-
bizi zadna prirozend odpovéd, kterou bychom méli ocekavat. Historicky
vzato je jista preference pro tvrzeni 2% = X, - kdyz opomineme zdanlivou

 Jan Mycielski and Hugo Steinhaus, ,,A Mathematical Axiom Contradicting the Axiom of
Choice,” Bulletin de ’Académie Polonaise des Sciences, Série des sciences mathématiques, ast-
ronomiques et physiques 10 (1962): 1-3.

¢ Kazdou podmnozinu A € w* mizeme spojit s nasledujici hrou G,. G, je hrana dvéma hraci
L. aIL, I. hra¢ vybere ptirozené ¢islo ao, II. hrac vybere pfirozené ¢islo by, I. hra¢ vybere pii-
rozené ¢islo a, a I1. hra¢ vybere ptirozené ¢islo by atd. Hra kon¢i po w krocich. Pokud vysledna
posloupnost (a,, by, ai, by, ...) lezi v A, potom L. hra¢ vyhraje, jinak vyhraje II. hra¢. Vyherni
strategie je funkce z kone¢nych posloupnosti ptirozenych ¢isel do prirozenych ¢isel, kterd fika,
jaky tah m4 hra¢ udélat v zavislosti na predchozich krocich. Rikdme, ze hra G, je determino-
vand, pokud jeden z hra¢t ma vyherni strategii. Lze ukazat bez dodate¢nych predpokladu, ze
viechny borelovské mnoziny A jsou determinované.

% Poznamenejme, Ze to neni snadnd véc. Existuje kniha Hypothese Du Continu od Sierpinskiho,
kterd uvadi mnoho dusledkd hypotézy kontinua, ale je jiz relativné zastarald. Moderni prehled
téchto dusledkii postaveny do dal$iho kontextu vyvoje teorie mnozin, hlavné pokud jde o me-
todu forcingu, chybi. Viz Wactaw Sierpinski, Hypothése Du Continu (Warszawa: Subwencji
Funduszu Kultury Narodowej, 1934).

¢ Aniz bychom §li do detail, miZeme zminit, Ze bez axiomu vybéru maji riizné verze hypo-
tézy kontinua jinou informa¢ni hodnotu (bez axiomu vybéru nemusi byt realna ¢isla v bijekci
s zddnym kardinalnim ¢islem).
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jednoduchost takového fe$eni — dana ¢aste¢nymi vysledky, hlavné Cantor-
-Bendixsonovou vétou, kterou jsme jiz zminili vy$e. Cantor-Bendixsonovu
vétu se postupné podafrilo rozsifit az na vSechny analytické mnoziny, ale
zde se postup zastavil. Hlavni ideou této véty a jejich zobecnéni je ukdzat,
ze kazda nespocetnd mnozina (uzaviena, borelovska, analyticka) obsahuje
tzv. ,perfektni mnozinu®, pro kterou je snadné ukazat, ze ma velikost 2%.
Brzy v8ak ukdzal Bernstein,*” Ze dobré usporadani realnych ¢isel umoznuje
diagonalizaci sestrojit podmnozinu realné osy velikosti 2%, ktera neobsa-
huje zadnou perfektni podmnozinu. Tento vysledek zablokoval strategii,
jak ukdzat hypotézu kontinua postupnym roz$ifovanim Cantor-Bendix-
sonovy véty.® Zadny dal$i zpsob nalezen nebyl, a dnes diky Cohenovym
vysledkiim vime, Ze ani nalezen byt nemohl: je bezesporné predpokladat, ze
existuje nespocetnd podmnozina realné osy, ktera nema velikost kontinua.

Dalsim ¢asto citovanym argumentem pro tvrzeni 2% = X, je Godelova
konstrukce tzv. konstruovatelného univerza L, kterym ukdzal relativni
bezespornost axiomu vybéru i hypotézy kontinua.® Konstrukce univerza
L se zdala byt velmi pfirozenou, a tedy ukazovala ve prospéch hypotézy
kontinua. Na druhé strané saim Godel byl ohledné ,,spravnosti® L skepticky
a mluvil o konstruovatelném univerzu jako technickém néstroji, jak ukazat
konzistenci obou principi.”® Nasledné se ukazalo, Ze L nemuze obsahovat
jisté velké kardinaly, kdyz Dana Scott” ukazal, Ze existence méfitelného
kardinalu implikuje, Ze univerzum mnozin se nerovna konstruovatelnému
univerzu L. Vzhledem k nartstajici dilezitosti velkych kardinaltl tim L pri-
$lo 0o mnoho ze své pritazlivosti.”?

% Felix Bernstein, ,,Zur theorie der trigonometrischen reihen,” Sitzungsberichte der Koniglich
Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physikalische Klasse 60
(1908): 325-38.

6 Za existence jistych velkych kardinali lze Cantor-Bendixsonovu vétu zobecnit dokonce
na vSechny projektivni mnoziny, ale to pfesahuje zaméteni tohoto ¢lanku.

¢ Kurt Go6del, ,The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis,“ Proceedings of the National Academy of Sciences, no. 24 (1938): 556-57.

7 Kurt Godel, Filosofické eseje (Praha: Oikoymenh, 1999).

7! Dana Scott, ,Measurable Cardinals and Constructible Sets,“ Bulletin de ’Académie Polonaise
des Sciences 9 (1961): 521-24.

72 Sam Godel ve svych esejich vyjadril nadéji, Ze velké kardinaly by mohly vést k rozhodnuti
hypotézy kontinua. Vysledky Roberta M. Solovaye v§ak v 70. letech ukézaly, ze tomu tak neni:
dnes znamé velké kardinaly hypotézu kontinua z povahy véci rozhodnout nemohou. Viz
Godel, Filosofické eseje.
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Jak jsme jiz zminili, Sierpinski” dokdzal fadu tvrzeni, které plynou
z hypotézy kontinua. Jedna se Casto o komplikovand tvrzeni, ale neni
zfejmé, jestli bychom je méli pfijmout jako ta ,,spravna“ feseni. Koneckonct
jedna se o dtisledky kardinalni aritmetiky, a tedy se vSechny tykaji poétu
néjakych objektii. Uvedme jeden typicky ptiklad, ktery pochazi z pozdéjsi
doby, at ¢tenaf sam posoudi, zda ukazuje smérem k hypotéze kontinua nebo
jeji negaci. Roku 1962 John E. Wetzel polozil nasledujici otazku:™

(3.27) Necht I je neprdzdnd mnozinaa { f, | « € I } je mnozina po dvou riznych
analytickych funkci na komplexnich ¢islech C takovych, zZe pro kazdé z € C je
mnozina hodnot { f,(z) | @ € I } spocetnd. Nazvéme tuto vlastnost (P,). Plyne
z (P,), ze mnozina { f, | « € I} je také spocetna?

Nedlouho poté Paul Erdos™ ukdzal, ze odpovéd zavisi na hypotéze
kontinua: jestlize hypotéza kontinua plati, pak je odpovéd zapornd, zatimco
negace hypotézy kontinua implikuje kladnou odpovéd.

Absence presvéd¢ivych duavodu pro hypotézu kontinua nebo jeji negaci
vedla k podrobnéj$imu zkoumani modeld, ve kterych hypotéza kontinua
plati nebo naopak neplati. Ukazuje se, Ze jak pro CH i -CH existuje fada
principi, které jsou ostfe silnéjsi a jejichz uzite¢nost je vyssi nez uzite¢nost
samotné hypotézy kontinua nebo jeji negace.

Detailni analyza univerza konstruovatelnych mnozin L Ronadlem Jen-
senem v 70. letech vedla k objeveni mnoha kombinatorickych principa, které
plati v L, ale je mozné je pouzit i samostatné jako dodate¢ny predpoklad.
V kontextu hypotézy kontinua je zajimavy tzv. diamantovy princip, ¢, ktery
tika, Ze existuje posloupnost S = (S, | a < w,) takovd, ze S, S « pro kazdé
a < w;aje-li X € w, libovolnd mnozina, pak na nespocetné mnoha™«a < w,
posloupnost S ,,uhdadne” X v tom smyslu, Ze S,= X N a. Neni tézké ukazat,
ze ¢ implikuje CH.

Na druhé strané vedl vyzkum forcingu k objeveni tzv. forcingovych
axiomil, které predstavuji v jistém smyslu protipol vlastnosti platnych v L.
Vsechny tyto axiomy implikuji ~CH. Nejznaméjsi je Martiniiv axiom, MA,”

73 Viz Sierpinski, Hypothése Du Continu.

7 Martin Aigner and Giinter Ziegler, Proofs from THE BOOK (Berlin: Springer, 1998), 95.

7> Paul Erdés and Tibor Griinwald, ,,On Polynomials With Only Real Roots,“ Annals of
Mathematics 40 (1939): 537-48.

76 Pfesnéji fe¢eno na staciondrné mnoha bodech, coz je technicky termin, ktery ale neni pro
nas vyklad dulezity.

77 Striktné vzato se MA formuluje s dodate¢nym kardindlnim parametrem x: MA,. MA,, je
v tomto smyslu dokazatelné v ZFC. Pro téely tohoto ¢lanku chipeme MA jako MA,, coz
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a jeho silnéjsi verze, Proper Forcing Axiom, PFA. Zatimco MA implikuje
pouze 2% > X,, PFA uz implikuje 2% = R,.

Z hlediska diskuze v tomto ¢lanku je podstatné, ze oba principy, totiz
0 a MA (nebo pfipadné PFA), ¢asto hraji v matematickych vysledcich roli,
kterou bychom moznd naivné oc¢ekavali od CH a -CH. Napt. prekvapiva
nezavislost slavného matematického problému tzv. Whiteheadovych abe-
lovskych grup byla prokdzina Saharonem Shelahem tak, Ze dokazal, Ze
za predpokladu principu ¢ je kazdd Whiteheadova grupa volnd, zatimco
MA implikuje, Ze existuje Whiteheadova grupa, ktera volnd neni.”®

Na rozdil od axiomu vybéru jsou v8ak dukazy z principt ¢ a MA velmi
technické a jejich vyklad presahuje hranice tohoto ¢lanku. Zopakujme jen,
ze existuji zesileni hypotézy kontinua a jeji negace, které maji netrivialni
matematické dusledky. Nicméné porad neni zfejmé, ktery dusledek je ten
»spravny“: v kontextu naseho ptikladu prosté neni ztejmé, zda by kazda
Whiteheadova grupa méla byt volna nebo ne.

4. Shrnuti

V textu jsme se zaméfili na porovnani dvou tvrzeni, hypotézy kontinua
a axiomu vybéru, z hlediska jejich historie, soucasné matematiky a z hle-
diska jejich vztahu k dal$im tvrzenim.

Historicky kontext téchto tvrzeni ukazal, Ze historie axiomu vybéru
je dlouha, v $irokém vyznamu axiomu vybéru sahd do dob Eukleidovych.
Pro nés je vSak dilezité, ze napt. jiz v roce 1871 byl pfi ditkazu Heineho
véty implicitné pouzit axiom vybéru nebo také, ze v roce 1878 Cantor po-
uzil implicitné spocetny axiom vybéru ve svém dikazu véty, Ze sjednoceni
spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné. Takovych priklada bylo
v textu uvedeno vice. Podstatné je, Ze tyto dikazy byly uvedeny témér tii
desitky let pred explicitni formulaci axiomu vybéru Zermelem v roce 1904.
To ndm ukazuje, Ze axiom vybéru je jistym zpusobem intuitivni. A Ze ma
podobny rys jako ostatni axiomy teorie mnozin, tedy jistou ,,samoziejmost®.

Naproti tomu hypotéza kontinua byla formulovana Cantorem v roce
1878 v kontextu jim zavedenych nekone¢nych kardinalnich ¢isel, aniz by se
predtim objevila v matematickych argumentech jako problém. Ur¢ité tedy
muzeme v kontrastu k AC tvrdit, Ze CH postrada podobnou ,,samoziejmost®.

implikuje ~CH.
8 Viz Eklofuv ¢lanek, ktery cely argument prehledné shrnuje: Paul C. Eklof, ,Whitehead’s
Problem is Undecidable,” The American Mathematical Monthly 83 (1976): 775-88.
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Srovnali jsme tato tvrzeni na zakladé soucasné matematiky a jejich
dasledkd. Vidéli jsme, Ze axiom vybéru ma mnoho dusledki, které mtizeme
povazovat za ,,spravné*, totiz v souladu s matematickou intuici ¢i uzite¢né
v tom smyslu, ze vedou k elegantni teorii. Pro pfipomenuti mezi né patii
napftiklad véty, ze kazdy vektorovy prostor ma bézi, ze pro kazdé téleso exis-
tuje jedine¢ny (az na izomorfismus) algebraicky uzavér, nebo ze sjednoceni
spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné. AC ma rovnéz nékteré
neintuitivni dtsledky, napf. Ze existuje neméfitelna podmnozina redlnych
¢isel nebo Banachtiv-Tarského paradox. Nicméné vzhledem k prevaze intui-
tivné zfejmych dusledkt zacali matematici i tyto na prvni pohled paradoxy
vidét jako tvrzeni, ktera jsou sice necekana, ale pravé tim obohacuji nase
chapani napt. redlnych ¢isel.

Jak jsme zminili v kapitole 2.3, CH plati pro borelovské mnoziny, se
kterymi se Casto prirozené setkime v matematické analyze.” Tedy mozna
neni tak necekané, ze v alespon nékterych ¢astech matematiky chybi ptiro-
zené priklady tvrzeni, které jsou rozhodnuty hypotézou kontinua nebo jeho
negaci. Wetzeliiv problém zminény v (3.27) je spise vyjimkou nez pravidlem.
Nicméné jsme naznacili, Ze hypotéza kontinua - at mdme na jeji dtilezitost
jakykoli nazor - je z matematického hlediska slabym predpokladem a Zze
existuji pfirozena zesileni této hypotézy nebo jeji negace, které jiz netrivialni
dusledky maji (viz Whiteheadtv problém zminény vyse).

Jako hlavni vysledek porovnani axiomu vybéru a hypotézy kontinua
tak vystupuje skutecnost, Ze zatimco axiom vybéru jiz nelze netrividlné
zesilit a ma tedy bohatou skédlu disledka (téch intuitivné spravnych i para-
doxnich), tak hypotéza kontinua je relativné slabym tvrzenim. Je to do jisté
miry necekané: jako by presny pocet redlnych ¢isel nebyl ptili§ vyznamny.
Zda se, ze mnohem vétsi dulezitost maji dal$i kombinatorické principy,
které ¢asto velikost realnych ¢isel rozhoduji (viz napt. Proper Forcing Axiom
zminény vyse). V tomto smyslu mnozi matematici nepoklddaji problém hy-
potézy kontinua za vyfeseny: stale existuje moznost, Ze bude nalezen silnéjsi
princip, ktery rozhodne hypotézu kontinua, a navic bude mit bohatou fadu
dasledki a bude tak alespon z ¢asti presvéd¢ivy jako axiom vybéru.

7 Borelovskych mnozin je z hlediska kardinality mélo, jen 2%, ale z hlediska topologickych
vlastnosti realné osy (napf. spojitost) jsou velmi podstatné a slouzi k charakterizaci mnoha
konceptii: napt. body nespojitostilibovolné realné funkce jsou vidy borelovskd mnozina apod.
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