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c© Л. И. Данилов

О СПЕКТРЕ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ГАМИЛЬТОНИАНА ЛАНДАУ

С ПЕРИОДИЧЕСКИМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ

Рассматривается двумерный оператор Дирака σ̂1
(
−i ∂

∂x1

)
+ σ̂2

(
−i ∂

∂x2
− Bx1

)
+ mσ̂3 + V Î2 с од-

нородным магнитным полем B с потоком η = (2π)−1Bv(K) ∈ Q через элементарную ячейку K

общей решетки периодов Λ функции m и электрического потенциала V ; σ̂j , j = 1, 2, 3, — матрицы

Паули, Î2 — единичная 2× 2-матрица, v(K) — площадь элементарной ячейки K . Предполагается,

что m и V принадлежат пространству L
p
Λ(R

2;R) периодических с решеткой периодов Λ функций

из L
p
loc(R

2;R), p > 2. Для невозрастающей функции (0, 1] ∋ ε 7→ R(ε) ∈ (0,+∞), для которой

R(ε) → +∞ при ε → +0, пусть M
p
Λ(R(·)) — множество функций m ∈ L

p
Λ(R

2;R) таких, что

для любого ε ∈ (0, 1] найдется тригонометрический многочлен P(ε) ∈ L
p
Λ(R

2;R), для которого

‖m−P(ε)‖Lp(K) < ε и все коэффициенты Фурье P(ε)
Y = 0 при |Y | > R(ε). Доказано, что для любой

рассматриваемой функции R(·) в банаховом пространстве (Lp
Λ(R

2;R), ‖·‖Lp(K)) существует множе-

ство второй категории (плотное Gδ-множество) O такое, что для любого электрического потенциала

V ∈ O, любой функции m ∈ M
p
Λ(R(·)) и любого однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q

спектр оператора Дирака абсолютно непрерывен.

Ключевые слова: двумерный оператор Дирака, периодический электрический потенциал, однородное

магнитное поле, спектр.
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Введение

Рассматривается двумерный оператор Дирака (релятивистский гамильтониан Ландау)

D̂B +mσ̂3 + V Î2 = σ̂1

(
−i

∂

∂x1

)
+ σ̂2

(
−i

∂

∂x2
−Bx1

)
+mσ̂3 + V Î2, (0.1)

действующий в L2(R2;C2), где

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)

— матрицы Паули, Î2 — единичная 2 × 2-матрица, B ∈ R — напряженность однородного

магнитного поля и электрический потенциал V : R2 → R и функция m : R2 → R предпо-

лагаются периодическими с общей решеткой периодов Λ ⊂ R2. Координаты в R2 задаются

относительно некоторого ортонормированного базиса e1, e2.
Пусть E1, E2 — базисные векторы решетки Λ: Λ = {N1E

1 + N2E
2 : N1, N2 ∈ Z},

K = {ξ1E1 + ξ2E
2 : 0 6 ξj 6 1, j = 1, 2} — элементарная ячейка решетки Λ, имеющая пло-

щадь v(K), и η = (2π)−1Bv(K) — поток магнитного поля через элементарную ячейку K. В

настоящей работе предполагается, что η — ненулевое рациональное число (η ∈ Q\{0}).

Для базисных векторов E1, E2 решетки Λ пусть E1
∗ , E

2
∗ ∈ R2 — векторы, для кото-

рых (Eµ, Eν
∗ ) = δµν , µ, ν = 1, 2 (где δµν — символ Кронекера; | · | и (·, ·) — длина и ска-

лярное произведение векторов из R2). Векторы E1
∗ , E2

∗ образуют базис обратной решетки

Λ∗ = {M1E
1
∗ + M2E

2
∗ : M1,M2 ∈ Z}. Пусть K∗ = {ξ1E1

∗ + ξ2E
2
∗ : 0 6 ξj 6 1, j = 1, 2} —
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элементарная ячейка обратной решетки Λ∗ с площадью v(K∗) = (v(K))−1. Также будет

рассматриваться решетка 2πΛ∗ = {2πx : x ∈ Λ∗} с элементарной ячейкой 2πK∗.

Пусть Lp
Λ(R

2;R), p ∈ [1,+∞], и CΛ(R
2;R), C∞

Λ (R2;R) — пространства периодиче-

ских с решеткой периодов Λ функций из Lp
loc(R

2;R), C(R2;R) и C∞(R2;R) соответствен-

но. Аналогично определяются пространства Lp
Λ(R

2;C), CΛ(R
2;C) и C∞

Λ (R2;C); Hq
Λ(R

2;C),
q > 0, — пространство периодических с решеткой периодов Λ функций из класса Соболева

Hq
loc(R

2;C). На Lp
Λ(R

2;C) и CΛ(R
2;C) определяются нормы ‖W‖Lp(K)

.
= ‖W (·

∣∣
K
)‖Lp(K) и

‖W‖C(K)
.
= ‖W (·

∣∣
K
)‖C(K).

Через WY обозначаются коэффициенты Фурье функций W ∈ L1
Λ(R

2;C),

WY = (v(K))−1

∫

K

W (x) e−i (Y,x) dx, Y ∈ 2πΛ∗.

Пусть LΛ(R
2) — множество функций W из L2

Λ(R
2;R) таких, что Wϕ ∈ L2(R2;C) для

всех функций ϕ из класса Соболева H1(R2;C) и для любого ε > 0 существует число

C(ε,W ) > 0 такое, что для всех функций ϕ ∈ H1(R2;C)

‖Wϕ‖L2(R2;C) 6 ε ‖∇ϕ‖L2(R2;C2) + C(ε,W ) ‖ϕ‖L2(R2;C).

При этом Lp
Λ(R

2;R) ⊂ LΛ(R
2), p > 2.

Оператор (0.1) является частным случаем двумерного магнитного оператора Дирака

D̂(A) +mσ̂3 + V Î2 = σ̂1

(
−i

∂

∂x1
− A1

)
+ σ̂2

(
−i

∂

∂x2
− A2

)
+mσ̂3 + V Î2, (0.2)

где A = (A1;A2) : R
2 → R2 — магнитный потенциал, определяющий магнитное поле

B(x) = ∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
, x ∈ R2. Если m, V,Aj ∈ LΛ(R

2), j = 1, 2, то оператор (0.2) является само-

сопряженным с областью определения D(D̂(A)+mσ̂3+V Î2) = H1(R2;C2) ⊂ L2(R2;C2). И

в этом случае поток магнитного поля через элементарную ячейку K нулевой (для магнит-

ного поля B(·), рассматриваемого как периодическая обобщенная функция, коэффициент

Фурье B0 = 0 для нулевого вектора решетки 2πΛ∗). В [1,2] доказана абсолютная непрерыв-

ность спектра оператора (0.2), если m, V,Aj ∈ Lp
Λ(R

2;R), j = 1, 2, p > 2. Эти условия на

m, V и A были в дальнейшем ослаблены в [3–6]. В [7] доказано, что у оператора

2∑

j=1

(hj1σ̂1 + hj2σ̂2)

(
−i

∂

∂xj

)
+

3∑

j=1

V (j)σ̂j + V Î2 (0.3)

нет собственных значений, если V, V (j) ∈ LΛ(R
2), j = 1, 2, 3, hjl ∈ L∞

Λ (R2;R), j, l = 1, 2,
и существует число ε > 0 такое, что при почти всех x ∈ R2 выполняется неравенство

ε 6 h11(x)h22(x)−h12(x)h21(x). При этом, если оператор (0.3) самосопряжен, то его спектр

абсолютно непрерывен.

Если m, V ∈ LΛ(R
2), то матричнозначная функция mσ̂3 + V Î2 имеет нулевую грань

относительно оператора

D̂0 = −iσ̂1
∂

∂x1
− iσ̂2

∂

∂x2

и, следовательно, относительно оператора D̂B (это следует из разложения (1.1)). Поэтому

оператор (0.1) самосопряжен и имеет некоторую область определения D(D̂B+mσ̂3+V Î2) =

D(D̂B) ⊂ H1
loc(R

2;C2) ∩ L2(R2;C2). При B 6= 0, m(·) ≡ m0 ∈ R и V (·) ≡ 0 спектр опера-

тора (0.1) состоит из собственных значений (бесконечной кратности) λ0 = m0 signB (где

signB = 1 при B > 0 и signB = −1 при B < 0) и λ±
j = ±(m2

0 + 2|B|j)1/2, j ∈ N (см.,
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например, [8, 9]). Если m(·) signB + V (·) ≡ C ∈ R, то у оператора (0.1) также имеется

собственное значение λ = C (см. § 2). Но при m(·) ≡ m0 ∈ R неизвестно, существуют ли

непостоянные функции V ∈ CΛ(R
2;R) такие, что для (какого-либо) однородного магнитно-

го поля B с потоком η ∈ Q\{0} оператор (0.1) имеет собственные значения.

Аналогичная проблема стоит и для гамильтониана Ландау

ĤB + V =

(
−i

∂

∂x1

)2

+

(
−i

∂

∂x2

− Bx1

)2

+ V (0.4)

с периодическим электрическим потенциалом V ∈ CΛ(R
2;R). При B 6= 0 и V (·) ≡ 0 спектр

оператора ĤB состоит из собственных значений (бесконечной кратности) λj = (2j + 1)|B|,
j ∈ Z+

.
= N ∪ {0} (уровни Ландау). Если V — периодический с решеткой периодов Λ

одноатомный точечный потенциал и 1 < |η| ∈ Q, то все уровни Ландау являются соб-

ственными значениями оператора (0.4) [10]. Однако неизвестно, существуют ли непостоян-

ные функции V ∈ CΛ(R
2;R), для которых в спектре оператора (0.4) имеются собственные

значения для какого-либо однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q\{0} [11, 12].

Спектр оператора (0.4) абсолютно непрерывен (поэтому не содержит собственных значе-

ний), если V ∈ C∞
Λ (R2;R) — непостоянный тригонометрический многочлен и |η| ∈ {Q−1 :

Q ∈ N} [13]. В [12] доказано, что в банаховом пространстве (CΛ(R
2;R), ‖ · ‖C(K)) суще-

ствует множество второй категории (плотное Gδ-множество) O такое, что для всех V ∈ O
и всех однородных магнитных полей B с потоком η ∈ Q спектр оператора (0.4) абсолютно

непрерывен. Аналогичное утверждение для пространства (L2
Λ(R

2;R), ‖·‖L2(K)) (а также для

всех пространств (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)), p ∈ (2,+∞]) доказано в статье [D-2020]1. Также в

[D-2020] для однородных магнитных полей B с η ∈ Q\{0} определены некоторые классы

потенциалов V ∈ L2
Λ(R

2;R) таких, что в спектре оператора (0.4) нет собственных значений.

Двумерный периодический оператор Шрёдингера (с периодическими магнитным A
и электрическим V потенциалами, имеющими общую решетку периодов) и его обобще-

ния (и, в частности, оператор (0.4) при B = 0) рассматривались во многих работах (см.,

например, [6, 14–18] и ссылки в этих статьях, а также обзорные статьи [19, 20]).

При исследовании оператора (0.1) (если η ∈ Q\{0}) используется магнитно-блоховская

теория, изложение которой для гамильтониана Ландау (0.4) (на языке разложения опе-

раторов в прямой интеграл операторов, имеющих дискретный спектр) приведено в [10].

Магнитно-блоховская теория применима для операторов (0.1) при m, V ∈ LΛ(R
2) и, в

частности, для функций m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2, которые рассматриваются в настоя-

щей работе. В условиях применимости магнитно-блоховской теории в спектре оператора

(0.1) отсутствует сингулярная составляющая (что непосредственно следует из результатов

работы [21], см. также [22, 23]). Поэтому отсутствие собственных значений означает абсо-

лютную непрерывность спектра оператора (0.1).

Пусть R — множество невозрастающих функций (0, 1] ∋ ε 7→ R(ε) ∈ (0,+∞), для

которых R(ε) → +∞ при ε → +0. Для функции R(·) ∈ R обозначим через M
p
Λ(R(·)),

p > 2, множество функций m(·) ∈ Lp
Λ(R

2;R) таких, что для любого ε ∈ (0, 1] найдется

вещественнозначный тригонометрический многочлен

P(ε) =
∑

Y ∈ 2πΛ∗

P(ε)
Y e i (Y,x),

для которого P(ε)
Y = 0 при |Y | > R(ε) и ‖m−P(ε)‖Lp(K) < ε.

Постоянные функции m(·) ≡ m0 ∈ R принадлежат M
p
Λ(R(·)) при всех p > 2 и R(·) ∈ R.

В настоящей работе доказано следующее утверждение.

1[D-2020] Данилов Л.И. О спектре гамильтониана Ландау с периодическим электрическим потенциалом //

Теоретическая и математическая физика. 2020. Т. 202. № 1. С. 47–65. https://doi.org/10.4213/tmf9748 (в печати).
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Т е о р е м а 0.1. Для любой решетки Λ ⊂ R2 и любых p > 2 и R(·) ∈ R в банаховом

пространстве (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)) существует множество второй категории O такое,

что для любого электрического потенциала V ∈ O, любой функции m(·) ∈ M
p
Λ(R(·)) и лю-

бого однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q спектр оператора (0.1) абсолютно

непрерывен.

Если Φ ∈ L2(R2;C2) — собственная функция оператора (0.1) с собственным значением

λ, то σ̂2Φ (где черта означает комплексное сопряжение) — собственная функция оператора

(0.1) с тем же собственным значением λ при заменах B 7→ −B и m(·) 7→ −m(·). С другой

стороны, спектр оператора D̂0 + mσ̂3 + V Î2 (при B = 0) абсолютно непрерывен для всех

функций m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2 [2,7,24]. Поэтому при доказательстве теоремы 0.1 можно

ограничиться только рассмотрением случая B > 0, η ∈ Q ∩ (0,+∞).
В дальнейшем предполагается, что B > 0.
В § 1 рассматривается магнитно-блоховская теория и приведена теорема 1.1, играю-

щая ключевую роль в настоящей работе. Оператор (0.1) унитарно эквивалентен прямому

интегралу «послойных» операторов, зависящих от магнитного квазиимпульса. В § 2 иссле-

дуются свойства этих операторов при определенным образом выбираемых комплексных

значениях магнитного квазиимпульса. В этом же параграфе приведен ряд вспомогательных

утверждений. Теорема 0.1 доказывается в § 3.

§ 1. Магнитно-блоховская теория

В этом параграфе доказывается унитарная эквивалентность оператора (0.1) прямому ин-

тегралу «послойных» операторов, зависящих от магнитного квазиимпульса. Используются

обозначения и некоторые утверждения из статьи [13] (в которой рассматривался гамильто-

ниан Ландау (0.4)).

Выберем векторы e1, e2 так, что E1
1 > 0, E1

2 = 0 и E2
2 > 0, где El

j = (El, ej), l, j = 1, 2, —

координаты базисных векторов E1, E2 решетки Λ. Это можно сделать, так как операторы

(0.1) при разном выборе базисных векторов e1, e2 унитарно эквивалентны. Тогда E1
∗ =

(E1
1E

2
2)

−1(E2
2e1 − E2

1e2), E
2
∗ = (E2

2)
−1e2. При этом v(K) = E1

1E
2
2 .

Пусть η = PQ−1, где P, Q ∈ N — взаимно простые числа. От решетки периодов Λ
перейдем к «укрупненной» решетке Λ̃ с базисными векторами Ẽ1 = QE1, Ẽ2 = E2. Через K̃
и K̃∗ обозначим элементарные ячейки решеток Λ̃ и Λ̃∗, определяемые базисными векторами

Ẽ1, Ẽ2 и Ẽ1
∗ = Q−1E1

∗ , Ẽ2
∗ = E2

∗ ; v(K̃) и v(K̃∗) — площади элементарных ячеек K̃ и K̃∗,

v(K̃) = Qv(K), v(K̃∗) = Q−1v(K∗) и Bv(K̃) = BẼ1
1Ẽ

2
2 = 2πP ∈ 2πN.

Обозначим через HB = H0
B множество функций ϕ ∈ L2

loc(R
2;C), для которых при почти

всех x ∈ R2

ϕ(x+ Ẽ l) = e iBẼ l
1x2ϕ(x), l = 1, 2;

Hq
B — множество функций из HB , принадлежащих классу Соболева Hq

loc(R
2;C), q > 0,

H∞
B — множество бесконечно дифференцируемых функций из HB. На пространстве HB

определим скалярное произведение

(ϕ1, ϕ2)HB
=

∫

K̃

ϕ1 ϕ2 dx, ϕ1, ϕ2 ∈ HB,

и соответствующую ему норму ‖ · ‖HB
.

Каждой функции ϕ : R2 → C из пространства Шварца S(R2;C) ставится в соответствие

функция

R2 × R2 ∋ (k; x) 7→
(
ÛẼ1,Ẽ2 ϕ

)
(k; x) =

=
∑

µ1, µ2 ∈Z

e−
iB
2

Ẽ2
1Ẽ

2
2 µ2(µ2−1) e−iB(µ1Ẽ1

1+µ2Ẽ2
1)x2 e−i(k,x+µ1Ẽ1+µ2Ẽ2) ϕ(x+ µ1Ẽ

1 + µ2Ẽ
2),

6



для которой
(
ÛẼ1,Ẽ2 ϕ

)
(k; ·) ∈ H∞

B при всех k ∈ R2. Отображение ϕ 7→
{
2πK̃∗ ∋ k 7→(

ÛẼ1,Ẽ2 ϕ
)
(k; ·)

}
продолжается до унитарного оператора ÛẼ1,Ẽ2 (для которого сохраним

прежнее обозначение) из L2(R2;C) на

∫ ⊕

2πK̃∗

HB
dk

(2π)2v(K̃∗)

(см., например, [13]).

Пусть H̃q
B, q > 0, — множество вектор-функций Φ = (Φ1; Φ)

T ∈ L2
loc(R

2;C2) (где T —

операция транспонирования), для которых Φj ∈ Hq
B , j = 1, 2; H̃B

.
= H̃0

B .

На H̃B определим скалярное произведение

(Φ′,Φ′′)H̃B
=

2∑

j=1

(Φ′
j ,Φ

′′
j )HB

, Φ′,Φ′′ ∈ H̃B,

и норму ‖Φ‖H̃B

.
= (Φ,Φ)

1
2

H̃B

, Φ ∈ H̃B .

Через ÛẼ1,Ẽ2 обозначим унитарный оператор, ставящий в соответствие вектор-функциям

Φ = (Φ1; Φ)
T ∈ L2(R2;C2) зависящие от k вектор-функции

2πK̃∗ ∋ k 7→
(
ÛẼ1,Ẽ2 Φ

)
(k; ·) .

=
((

ÛẼ1,Ẽ2 Φ1

)
(k; ·);

(
ÛẼ1,Ẽ2 Φ2

)
(k; ·)

)T
∈ H̃B

из ∫ ⊕

2πK̃∗

H̃B
dk

(2π)2v(K̃∗)
.

Вектор k ∈ 2πK̃∗ называется магнитным квазиимпульсом.

Пусть

D̂B(k) = σ̂1

(
k1 − i

∂

∂x1

)
+ σ̂2

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
, k ∈ R2,

— самосопряженные операторы, действующие в H̃B и имеющие область определения

D(D̂B(k)) = H̃1
B . В дальнейшем будут также рассматриваться замкнутые операторы

D̂B(k + iκ), k + iκ ∈ C2, с той же областью определения.

Справедливо разложение

ÛẼ1,Ẽ2 D̂B Û−1

Ẽ1,Ẽ2
=

∫ ⊕

2πK̃∗

D̂B(k)
dk

(2π)2v(K̃∗)
, (1.1)

поэтому D(D̂B) — множество вектор-функций Φ ∈ L2(R2;C2), для которых
(
ÛẼ1,Ẽ2 Φ

)
(k; ·)∈

H̃1
B при почти всех k ∈ 2πK̃∗ и

∫

2πK̃∗

‖D̂B(k)
(
ÛẼ1,Ẽ2 Φ

)
(k; ·)‖2

H̃B
dk < +∞.

Так как m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R) ⊂ LΛ(R
2), p > 2, то матричнозначная функция mσ̂3 + V Î2,

действующая как оператор в H̃B , имеет нулевую грань относительно операторов D̂B(k),
k ∈ R2. Более того, для любого ε > 0 найдется число C > 0 (которое зависит от Λ, B, m(·)
и V (·), но не зависит от k) такое, что для всех Φ ∈ H̃1

B и всех k ∈ R2

‖(mσ̂3 + V Î2)Φ‖H̃B
6 ε ‖D̂B(k)Φ‖H̃B

+ C ‖Φ‖H̃B
.
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Следовательно, D̂B(k)+mσ̂3+V Î2, k ∈ R2, — также самосопряженные операторы, действу-

ющие в H̃B , D(D̂B(k) +mσ̂3 + V Î2) = D(D̂B(k)) = H̃1
B и

ÛẼ1,Ẽ2 (D̂B +mσ̂3 + V Î2) Û−1

Ẽ1,Ẽ2
=

∫ ⊕

2πK̃∗

(D̂B(k) +mσ̂3 + V Î2)
dk

(2π)2v(K̃∗)
. (1.2)

При этом S(R2;C2) — существенная область для оператора D̂B +mσ̂3+V Î2, матричнознач-

ная функция mσ̂3+V Î2 имеет нулевую грань относительно оператора D̂B и, следовательно,

D(D̂B +mσ̂3 + V Î2) = D(D̂B) ⊂ H1
loc(R

2;C2) ∩ L2(R2;C2).

Операторы D̂B(k) + mσ̂3 + V Î2, k ∈ R2, имеют компактную резольвенту и их спектр

дискретен. Для этих операторов нумерацию собственных значений λj(k), j ∈ Z, упоря-

доченных при каждом k ∈ R2 по возрастанию (с учетом их кратности), при разных k
можно выбрать так, чтобы функции R2 ∋ k 7→ λj(k) были непрерывными и аналитиче-

скими вне их пересечений (но сами функции (ветви закона дисперсии) k 7→ λj(k) могут

быть кратными) [10, 25]. Из (1.2) следует, что оператор (0.1) имеет собственное значение λ
тогда и только тогда, когда λ — собственное значение операторов D̂B(k) + mσ̂3 + V Î2 для

всех k из некоторого подмножества ячейки 2πK̃∗, имеющего положительную меру Лебе-

га [25, теорема XIII.85]. Но тогда из аналитической теоремы Фредгольма получаем, что

если λ — собственное значение оператора (0.1), то λ — собственное значение операторов

D̂B(k + iκ) +mσ̂3 + V Î2 при всех k + iκ ∈ C2. Поэтому справедлива

Т е о р е м а 1.1. Пусть λ — собственное значение оператора (0.1) при m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R),

p > 2, и η = PQ−1 ∈ Q ∩ (0,+∞). Тогда λ — собственное значение (действующих в H̃B)

операторов D̂B(k + iκ) +mσ̂3 + V Î2 при всех k + iκ ∈ C2.

§ 2. Свойства операторов D̂B(k + iκ) и некоторые вспомогательные

утверждения

Для векторов k ∈ R2 определим в HB магнитные операторы уничтожения и рождения

Ẑ∓ = Ẑ∓(k)
.
=

(
k1 − i

∂

∂x1

)
± i

(
k2 − i

∂

∂x2

− Bx1

)
,

D(Ẑ∓) = H1
B ⊂ HB; Ẑ∓ — замкнутые операторы и Ẑ∗

∓ = Ẑ± (знак «∗» используется для

обозначения сопряженного оператора).

Пусть H(0)
B (k) — подпространство функций Ψ ∈ H1

B , для которых Ẑ−Ψ = 0 (при этом

H(0)
B (k) ⊂ H∞

B ). Для функций Ψ ∈ H(0)
B (k) обозначим

Ψ(j) = Ψ(j)(k) =
(2B)

j
2

√
j!

Ẑj
+Ψ, j ∈ Z+.

Тогда

{
Ẑ+Ψ

(j) =
√

2B(j + 1)Ψ(j+1), j ∈ Z+,

Ẑ−Ψ
(j) =

√
2BjΨ(j−1), j ∈ N.

(2.1)

Если Ψ ∈ H(0)
B (k) и ‖Ψ‖HB

= 1, то (Ψ(j),Ψ(j′))HB
= δjj′ , j, j

′ ∈ Z+, и пусть HB[Ψ] —

подпространство в HB , в котором функции Ψ(j), j ∈ Z+, образуют ортонормированный

базис. Функции Ψ(j)(k) являются собственными функциями операторов

ĤB(k) =

(
k1 − i

∂

∂x1

)2

+

(
k2 − i

∂

∂x2
− Bx1

)2

,
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D(ĤB(k)) = H2
B , с собственными значениями λ = (2j + 1)B, j ∈ Z+. При это все соб-

ственные значения λ = (2j + 1)B, j ∈ Z+, P -кратно вырождены [10]. Пусть Ψn = Ψ
(0)
n (k),

n = 1, . . . , P , — (какой-либо) ортонормированный базис в H(0)
B (k). Тогда Ψ

(j)
n = Ψ

(j)
n (k),

n = 1, . . . , P , — ортонормированный базис в H(j)
B = H(j)

B (k)
.
= {Ψ(j)(k) : Ψ ∈ H(0)

B (k)},

j ∈ Z−, и

HB = HB[Ψ1]⊕ · · · ⊕ HB[ΨP ]. (2.2)

Через P̂ (j) = P̂ (j)(k), j ∈ Z+, обозначим ортогональный проектор в HB на подпростран-

ство H(j)
B (k).

Вектор-функция Φ = (Φ1; Φ2)
T ∈ H̃1

B является собственной функцией оператора

D̂B(k) +mσ̂3 + V Î2, k ∈ R2, с собственным значением λ тогда и только тогда, когда

{
Ẑ+(k)Φ2 + (m+ V )Φ1 = λΦ1,

Ẑ−(k)Φ1 + (−m+ V )Φ2 = λΦ2,
(2.3)

Если m(·) + V (·) ≡ C ∈ R, то (для любого k ∈ R2 и) для любой функции Ψn(k) ∈
H(0)

B (k), n = 1, . . . , P , вектор-функция Φn(k) = (Ψn(k); 0)
T является собственной функцией

оператора D̂B(k) +mσ̂3 + V Î2 с собственным значением λ = C. В этом случае у оператора

(0.1) также имеется собственное значение λ = C [25, теорема XIII.85].

Л е м м а 2.1. Пусть η = PQ−1 ∈ Q ∩ (0,+∞). Тогда для любого m0 ∈ R и любого

k ∈ R2 спектр оператора D̂B(k)+m0σ̂3 состоит из P -кратно вырожденных собственных

значений λ0 = m0 и λ±
j = ±(m2

0 + 2Bj)
1
2 , j ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вектор-функции Φ
(0)
n (k) = (Ψn(k); 0)

T , n = 1, . . . , P , являются

собственными функциями операторов D̂B(k) + m0σ̂3 с собственным значением λ0 = m0.

Вектор-функции

Φ(j),±
n (k) =

( ±
√
Bj

(λ±
j (λ

±
j −m0))

1
2

Ψ(j)
n ;

√
Bj

(λ±
j (λ

±
j +m0))

1
2

Ψ(j−1)
n

)T

, n = 1, . . . , P,

являются собственными функциями операторов D̂B(k) + m0σ̂3 с соответствующими соб-

ственными значениями λ±
j = ±(m2

0 + 2Bj)
1
2 , j ∈ N. При этом для любого J ∈ N собствен-

ные функции Φ
(0)
n (k) и Φ

(j),±
n (k), n = 1, . . . , P , j = 1, . . . , J , образуют ортонормированный

базис в подпространстве
{
Φ = (Φ1; Φ2)

T : Φ1 ∈ H(0)
B ⊕· · ·⊕H(J)

B , Φ2 ∈ H(0)
B ⊕· · ·⊕H(J−1)

B

}
.

Поэтому (так как HB =
⊕

j ∈Z+

H(j)
B ) собственные функции Φ

(0)
n (k) и Φ

(j),±
n (k), n = 1, . . . , P ,

j ∈ N, образуют ортонормированный базис в H̃B и, следовательно, других собственных

значений у оператора D̂B(k) +m0σ̂3 нет. �

С л е д с т в и е 2.1 (см. [8,9]). Для любых B > 0 и m0 ∈ R спектр оператора D̂B+m0σ̂3,

действующего в L2(R2;C2), состоит из собственных значений (бесконечной кратности)

λ0 = m0 и λ±
j = ±(m2

0 + 2Bj)
1
2 , j ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Можно выбрать любую решетку Λ ⊂ R2, для которой η =
(2π)−1Bv(K) = PQ−1 ∈ Q ∩ (0,+∞). Тогда спектр операторов D̂B(k) + m0σ̂3 дискре-

тен и собственные значения (определяемые в лемме 2.1) одни и те же для разных k ∈ R2.

Поэтому следствие 2.1 непосредственно вытекает из разложения (1.2) и теоремы XIII.85

из [25]. �
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Л е м м а 2.2. Для всех k ∈ R2, ζ ∈ C и Φ ∈ D(Ẑ+(k)) = H1
B

‖(Ẑ+(k) + ζ)Φ‖HB
>

√
2B ‖Φ‖HB

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Ẑ+(k) + ζ = Ẑ+(k
′), где k′

1 = k1 + Re ζ , k′
2 = k2 − Imζ ,

то лемма 2.2 следует из (2.1) и (2.2). �

Далее вектор k ∈ 2πK̃∗ фиксируется и в обозначениях функций Ψ
(j)
n = Ψ

(j)
n (k), операто-

ров Ẑ∓ = Ẑ∓(k) и подпространств H(j)
B = H(j)

B (k) вектор k указываться не будет.

Операторы e zẐ∓ , z ∈ C, действующие в HB , имеют области определения D(e zẐ∓), со-

стоящие из тех функций Φ ∈ H∞
B , для которых сходится ряд

e zẐ∓Φ
.
=

+∞∑

j=0

zj

j!
Ẑj

∓Φ.

Пусть HB(γ), γ > 0, — множество функций Φ ∈ HB , для которых

sup
j ∈Z+

e jγ ‖P̂ (j)Φ‖HB
< +∞.

Если Φ ∈ HB(γ), то для любого ε ∈ (0, γ) функции Ẑ∓Φ, e zẐ∓Φ, z ∈ C, и e i(Y,x)Φ, Y ∈ 2πΛ̃∗,

принадлежат HB(γ − ε) [13]. Поэтому множество HB(+0)
.
=
⋃

γ > 0

HB(γ) инвариантно при

действии операторов Ẑ∓Φ, e zẐ∓Φ и при умножении на функции e i(Y,x)Φ, Y ∈ 2πΛ̃∗.

Для функций Φ ∈ Hj+1
B , j ∈ N, справедливы равенства

{
(Ẑ+Ẑ

j
− − Ẑj

−Ẑ+)Φ = −2BjẐj−1
− Φ,

(Ẑ−Ẑ
j
+ − Ẑj

+Ẑ−)Φ = 2BjẐj−1
+ Φ.

(2.4)

Если для некоторого z ∈ C выполняются включения Φ ∈ D(e zẐ∓) и Ẑ±Φ ∈ D(e zẐ∓) (в

частности, если Φ ∈ HB(+0)), то (см. (2.4)) также e zẐ∓Φ ∈ D(Ẑ±) = H1
B и

Ẑ±e
zẐ∓Φ = e zẐ∓(Ẑ± ∓ 2Bz)Φ. (2.5)

Если λ — собственное значение оператора (0.1), то в силу теоремы 1.1 для всех ζ ∈ C

операторы D̂B(k + ζ
2
e1 +

iζ
2
e2) +mσ̂3 + V Î2 имеют собственные функции Φ = (Φ1; Φ2)

T ∈
H̃1

B с собственным значением λ, для которых (см. (2.3))

{
(Ẑ+ + ζ)Φ2 + (m+ V )Φ1 = λΦ1,

Ẑ−Φ1 + (−m+ V )Φ2 = λΦ2,
(2.6)

В частности (при m(·) ≡ m0 ∈ R и V (·) ≡ 0), операторы D̂B

(
k+ ζ

2
e1+

iζ
2
e2
)
+m0σ̂3 имеют

P -кратно вырожденные собственные значения λ0 = m0 и λ±
j = ±(m2

0 + 2Bj)
1
2 , j ∈ N,

которым соответствуют линейно независимые собственные функции (см. лемму 2.1 и (2.5))

Φ(0)
n

(
k +

ζ

2
e1 +

iζ

2
e2

)
= (Ψn; 0)

T, n = 1, . . . , P,

Φ(j),±
n

(
k +

ζ

2
e1 +

iζ

2
e2

)
=

=

( ±
√
Bj

(λ±
j (λ

±
j −m0))

1
2

e
ζ
2B

Ẑ−Ψ(j)
n ;

√
Bj

(λ±
j (λ

±
j +m0))

1
2

e
ζ
2B

Ẑ−Ψ(j−1)
n

)T

, n = 1, . . . , P, j ∈ N.
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Л е м м а 2.3. Множество M
p
Λ(R(·)) нигде не плотно в пространстве Lp

Λ(R
2;R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольные функцию W ∈ Lp
Λ(R

2;R) и число ε ∈
(0, 1]. Так как

(
∑

Y ∈2πΛ∗

|WY |2
) 1

2

= (v(K))−
1
2 ‖W‖L2(K) 6 (v(K))−

1
p ‖W‖Lp(K),

то можно выбрать вектор Y ′ ∈ 2πΛ∗\{0} так, что |Y ′| > R
(

ε
16

)
и |WY ′ | < ε

16
(v(K))−

1
p .

Пусть W1(x)
.
= 3ε

4
(v(K))−

1
p cos (Y ′, x) и W2 ∈ Lp

Λ(R
2;R) — любая функция, для которой

‖W2‖Lp(K) <
ε
4

. Тогда

‖W1 +W2‖Lp(K) 6 ‖W1‖Lp(K) + ‖W2‖Lp(K) <
3ε

4
+

ε

4
= ε.

Предположим, что W +W1 +W2 ∈ M
p
Λ(R(·)). Тогда существует вещественнозначный три-

гонометрический многочлен

P
(

ε
16

)
=

∑

Y ∈ 2πΛ∗

P
(

ε
16

)
Y e i(Y,x)

такой, что P
(

ε
16

)
Y ′ = 0 и ‖W +W1 +W2 −P

(
ε
16

)
‖Lp(K) <

ε
16

. Но в этом случае

ε

16
(v(K))−

1
p =

(
3ε

8
− ε

16
− ε

4

)
(v(K))−

1
p < |(W1)Y ′ | − |WY ′ | − |(W2)Y ′ | 6

6 |WY ′ + (W1)Y ′ + (W2)Y ′| 6 (v(K))−
1
p ‖W +W1 +W2 − P

(
ε
16

)
‖Lp(K) <

ε

16
(v(K))−

1
p .

Полученное противоречие показывает, что для всех функций W2 ∈ Lp
Λ(R

2;R), для которых

‖W2‖Lp(K) < ε
4
, функции W + W1 + W2 не принадлежат множеству M

p
Λ(R(·)). Так как

функция W ∈ Lp
Λ(R

2;R) выбирается произвольно, а число ε > 0 можно взять сколь угодно

малым, то множество M
p
Λ(R(·)) нигде не плотно в Lp

Λ(R
2;R). �

Если в (2.6) Φ2(x) = 0 почти всюду, то Φ1 ∈ H(0)
B и

(
m(x) + V (x)− λ)Φ1(x) = 0 почти

всюду. Но функции ReΦ1(x) и ImΦ1(x) являются вещественно аналитическими по пере-

менным x1 и x2, поэтому m(x) + V (x) = λ почти всюду и, следовательно, V ∈ M
p
Λ(R(·)).

Последнее означает, что Φ2 — ненулевая функция из H1
B , если V /∈ M

p
Λ(R(·)).

Обозначим через ÎB единичный оператор в HB . Пусть Ẑ−1
− — правый обратный оператор

к оператору Ẑ−, Ẑ−Ẑ
−1
− = ÎB , D(Ẑ−1

− ) = HB . Для функции Φ1 из (2.6) обозначим Ψ =

P̂ (0)Φ1 ∈ H(0)
B . Тогда Φ1 = Ψ− Ẑ−1

− (V −m− λ)Φ2 и с помощью (2.6) получаем следующую

лемму.

Л е м м а 2.4. Если λ — собственное значение оператора (0.1) и V /∈ M
p
Λ(R(·)), то для

любого ζ ∈ C найдутся функция Ψ ∈ H(0)
B и ненулевая функция Φ2 ∈ H1

B такие, что

(Ẑ+ + ζ)Φ2 = (λ−m− V )Ψ + (λ−m− V )Ẑ−1
− (λ+m− V )Φ2.

Пусть L̂z, z ∈ C, — операторы, действующие в пространстве L2
Λ(R

2;C):

L̂zϕ =
∑

Y ∈ 2πΛ∗

(1 + |Y |2) z
2 ϕY e i(Y,x);

D(L̂z) = H Re z
Λ (R2;C) при Re z > 0 и D(L̂z) = L2

Λ(R
2;C) при Re z 6 0.
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Л е м м а 2.5. Для любого p > 2 существует число C = C(Λ, p) > 0 такое, что для всех

V ∈ Lp
Λ(R

2;R) и ϕ ∈ H1
Λ(R

2;C)

‖V ϕ‖L2(K) 6 C‖V ‖Lp(K)‖L̂1ϕ‖L2(K). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если α > 1, то для всех W ∈ L2
Λ(R

2;R) и ϕ ∈ L2
Λ(R

2;C)

‖W L̂−αϕ‖L2(K) 6 ‖W‖L2(K)

∑

Y ∈ 2πΛ∗

(1 + |Y |2)−α
2 |ϕY | 6 (2.8)

6 ‖W‖L2(K)

( ∑

Y ∈ 2πΛ∗

(1 + |Y |2)−α

) 1
2
( ∑

Y ∈ 2πΛ∗

|ϕY |2
) 1

2

= C1‖W‖L2(K) ‖ϕ‖L2(K),

где C1 = C1(Λ, α) > 0. Пусть V ∈ L∞
Λ (R2;R) (и p > 2). Для всех ϕ ∈ L2

Λ(R
2;C) функция

θ + iτ 7→ F(θ + iτ)
.
= |V | p

2
(θ+iτ) L̂−α(θ+iτ) ϕ ∈ L2

Λ(R
2;C)

является непрерывной и ограниченной при θ ∈ [0, 1], τ ∈ R и аналитической при θ ∈ (0, 1),
τ ∈ R. При этом при всех τ ∈ R (см. (2.8))

‖F(iτ)‖L2(K) = ‖ϕ‖L2(K), ‖F(1 + iτ)‖L2(K) 6 C1‖V ‖
p
2

Lp(K)‖ϕ‖L2(K).

Тогда в силу леммы Адамара о трех прямых (см., например, [26, дополнение к § IX.4]) для

всех θ ∈ [0, 1]

‖F(θ)‖L2(K) 6

(
C1‖V ‖

p
2

Lp(K)

)θ

‖ϕ‖L2(K). (2.9)

Из (2.9) при θ = 2
p

и α = θ−1 = p
2

следует неравенство

‖V L̂−1ϕ‖L2(K) 6 C
2
p

1 ‖V ‖Lp(K)‖ϕ‖L2(K). (2.10)

Если V ∈ Lp
Λ(R

2;R), то для функций

Vj(x) =

{
V (x), если |V (x)| 6 j,

0 в противном случае,
(2.11)

j ∈ N, которые принадлежат L∞
Λ (R2;R), справедлива оценка (2.10). Поэтому в пределе при

j → +∞ также получаем оценку (2.10) для функций V ∈ Lp
Λ(R

2;R). Неравенство (2.7)

теперь следует из (2.10)
(
при C = C

2
p

1

)
. �

Так как для функций V ∈ Lp
Λ(R

2;R) и ϕ ∈ H1
Λ(R

2;C)

‖V ϕ‖L2(K) 6 ‖(V − Vj)ϕ‖L2(K) + ‖Vjϕ‖L2(K) 6 C ‖V − Vj‖Lp(K) ‖L̂1ϕ‖L2(K) + j ‖ϕ‖L2(K),

где функции Vj , j ∈ N, определены в (2.11) и, следовательно, ‖V − Vj‖Lp(K) → 0 при j →
+∞, то потенциал V ∈ Lp

Λ(R
2;R) имеет нулевую грань относительно (самосопряженного)

оператора L̂1. (Откуда также следует, что Lp
Λ(R

2;R) ⊂ L
p
Λ(R

2) при всех p > 2.)

Обозначим K̃ ′ = {ξ1Ẽ1 + ξ2Ẽ
2 : −1 6 ξj 6 2, j = 1, 2}. Из (2.7) следует, что для

функции V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2, и любой функции ϕ ∈ H1(R2;C), для которой suppϕ ⊆ K
(то есть ϕ(x) = 0 при почти всех x ∈ R2\K),

‖V ϕ‖L2(K) 6 C ‖V ‖Lp(K)

(
‖ϕ‖L2(K) +

∥∥∥∥
(

∂

∂x1
− i

∂

∂x2

)
ϕ

∥∥∥∥
L2(K)

)
.
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Тогда для любой функции ϕ ∈ H1(R2;C), для которой suppϕ ⊆ K̃ ′,

‖V ϕ‖L2(K̃ ′) 6 C ‖V ‖Lp(K)

(
‖ϕ‖L2(K̃ ′) + 3Q

∥∥∥∥
(

∂

∂x1
− i

∂

∂x2

)
ϕ

∥∥∥∥
L2(K̃ ′)

)
. (2.12)

Если f ∈ C∞
0 (R2;R), 0 6 f(x) 6 1 при всех x ∈ R2, f(x) = 1 при x ∈ K, f(x) = 0 при

x ∈ R2\K̃ ′, то из (2.12) для всех V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2, и всех ϕ ∈ H1
B (при выбранном

векторе k ∈ 2πK̃∗) вытекает оценка

‖V ϕ‖HB
6 ‖V fϕ‖L2(K̃ ′) 6

6C‖V ‖Lp(K)

(
‖fϕ‖L2(K̃ ′)+3Q

∥∥∥∥
(

∂f

∂x1
−i

∂f

∂x2

)
ϕ

∥∥∥∥
L2(K̃ ′)

+3Q

∥∥∥∥f
(

∂

∂x1
−i

∂

∂x2

)
ϕ

∥∥∥∥
L2(K̃ ′)

)
6

6 C ‖V ‖Lp(K)

(
C2 ‖ϕ‖L2(K̃ ′) + 3Q

∥∥∥∥
((

k1 −
∂

∂x1

)
− i

(
k2 −

∂

∂x2

− Bx1

))
ϕ

∥∥∥∥
L2(K̃ ′)

)
6

6 3QC ‖V ‖Lp(K) (C2 ‖ϕ‖HB
+ 3Q ‖Ẑ+ϕ‖HB

),

где

C2 = C2(Λ, K,B) = 1 + 3Q

(
max
x∈ K̃ ′

∣∣∣∣
∂f

∂x1
− i

∂f

∂x2

∣∣∣∣ +B max
x∈ K̃ ′

|x1|+ max
k′ ∈ 2πK̃∗

|k′|
)

(функция f зависит от K, а Q — от Λ и B). Так как ‖Ẑ+ϕ‖HB
>

√
2B ‖ϕ‖HB

, ϕ ∈ H1
B , то

справедлива также оценка

‖V ϕ‖HB
6 C ′(p) ‖V ‖Lp(K)‖Ẑ+ϕ‖HB

, ϕ ∈ H1
B, (2.13)

где C ′(p) = C ′(p; Λ, K,B) = 3QC((2B)−
1
2C2 + 3Q) > 0.

Из (2.13), в частности, следует, что при m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2, матричные функции

mσ̂3 + V Î2 имеют нулевую грань относительно операторов D̂B(k), k ∈ 2πK̃∗, при действии

(как операторы) в пространстве H̃B (и, следовательно, имеют нулевую грань относительно

оператора D̂B при действии в пространстве L2(R2;C2)).

Определим самосопряженный оператор Ĵ = Ĵ(k) = (Ẑ−Ẑ+)
1
2 , D(Ĵ) = H1

B . Справедли-

вы равенства ‖Ẑ+ϕ‖HB
= ‖Ĵϕ‖HB

, ϕ ∈ H1
B , и ‖Ẑ−1

− ϕ‖HB
= ‖Ĵ−1ϕ‖HB

, ϕ ∈ HB .

Л е м м а 2.6. Для любых p > 2 и δ ∈
[
0, 1− 2

p

)
существует число Cp, δ = Cp, δ(Λ, K,B) >

0 такое, что для всех V ∈ Lp
Λ(R

2;R) и всех ϕ ∈ HB

‖V Ĵ δ−1ϕ‖HB
6 Cp, δ ‖V ‖Lp(K)‖ϕ‖HB

. (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число p1 ∈ (2, p] так, что 1 − δ = p1/p ∈
(

2
p
, 1
]
. Пусть

V ∈ L∞
Λ (R2;R) и ϕ ∈ HB . Так как |V |

p
p1 ∈ L∞

Λ (R2;R) и ‖|V |
p
p1 ‖Lp1(K) = ‖V ‖

p
p1

Lp(K) (при

V (x) = 0 также |V (x)|
p
p1 = 0), то из (2.13) следует оценка

‖|V |
p
p1 Ĵ−1‖HB

6 C ′(p1) ‖V ‖
p
p1

Lp(K) ‖ϕ‖HB
. (2.15)

Определим (как и при доказательстве леммы 2.5) при θ ∈ [0, 1] и τ ∈ R функцию

θ + iτ 7→ G(θ + iτ) = |V |
p
p1

(θ+τ)
Ĵ−(θ+iτ)ϕ ∈ HB,
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где оператор Ĵ−(θ+iτ) ставит в соответствие функции

ϕ =
∑

j ∈Z+ , n=1,...,P

cj, nΨ
(j)
n ∈ HB, cj, n ∈ C,

функцию

Ĵ−(θ+iτ)ϕ =
∑

j ∈Z+ , n=1,...,P

(2B(j + 1))−
1
2
(θ+iτ) cj, nΨ

(j)
n ∈ HB.

Функция θ + iτ 7→ G(θ + iτ) является непрерывной и ограниченной при θ ∈ [0, 1], τ ∈ R

и аналитической при θ ∈ (0, 1), τ ∈ R. Так как ‖Ĵ−iτϕ‖HB
= ‖ϕ‖HB

для всех τ ∈ R (и

ϕ ∈ HB), то (см. (2.15)) при всех τ ∈ R

‖G(iτ)‖HB
= ‖ϕ‖HB

, ‖G(1 + iτ)‖HB
6 C ′(p1) ‖V ‖

p
p1

Lp(K) ‖ϕ‖HB
.

В силу леммы Адамара о трех прямых [26]

‖G(θ)‖HB
6
(
C ′(p1)‖V ‖

p
p1

Lp(K)

)θ‖ϕ‖HB

для всех θ ∈ [0, 1]. Откуда при θ = p1
p
= 1− δ следует оценка (2.14) (и Cp, δ =

(
C ′(p1)

)1−δ
).

Теперь для функции V ∈ Lp
Λ(R

2;R) определим функции Vj ∈ L∞
Λ (R2;R) (см. (2.11)), j ∈ N,

для которых оценка (2.14) уже доказана. Но тогла в пределе при j → +∞ получаем, что

V Ĵ δ−1ϕ ∈ HB и (для всех ϕ ∈ HB) также справедлива оценка (2.14). �

Выберем и зафиксируем число δ ∈
(
0, 1− 2

p

)
(зависящее от p).

Для всех τ ∈ [0, 1) и χ ∈ HB

‖Ĵ 1−τ Ẑ−1
− χ‖HB

6 2
1−τ
2 ‖Ĵ−τχ‖HB

. (2.16)

Тогда в силу леммы 2.6 для всех W ∈ Lp
Λ(R

2;R) и χ ∈ HB

‖WẐ−1
− χ‖HB

= ‖WĴ−1(Ĵ Ẑ−1
− )χ‖HB

6 Cp, δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ−δ(Ĵ Ẑ−1
− )χ‖HB

6 (2.17)

6 2
1−δ
2 Cp, δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ−δχ‖HB

6 2
1−δ
2 (2B)−

δ
2 Cp, δ ‖W‖Lp(K) ‖χ‖HB

.

Из леммы 2.6 также следует, что для любой функции W ∈ Lp
Λ(R

2;R) оператор Ĵ−1W
продолжается как ограниченный оператор с H1

B на все пространство HB и

‖Ẑ−1
− Wχ‖HB

= ‖Ĵ−1Wχ‖HB
6 Cp, 0 ‖W‖Lp(K) ‖χ‖HB

, χ ∈ HB

(нормы линейного ограниченного оператора WĴ−1 и сопряженного к нему оператора Ĵ−1W
совпадают).

Для любого вектора Y ∈ 2πΛ̃∗ существует унитарный оператор Û (Y ) : H(0)
B → H(0)

B такой,

что для любой функции Ψ ∈ H(0)
B , для которой ‖Ψ‖HB

= 1,

e i(Y,x)HB[Ψ] = HB [Û (Y )Ψ]

(см. [13]). Более того [13], для всех j ∈ Z+ и Ψ ∈ H(0)
B выполняются равенства





e−i(Y,x) Ẑj
+ Û (Y )Ψ = e−

|Y |2

4B e−
Y1+iY2

2B
Ẑ+
(
Ẑ+ + (Y1 − iY2)

)j
Ψ,

e i(Y,x) Ẑj
+Ψ = e−

|Y |2

4B e
Y1+iY2

2B
Ẑ+
(
Ẑ+ − (Y1 − iY2)

)j
Û (Y )Ψ,

(2.18)
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где Yj = (Y, ej), j = 1, 2. В частности, для всех Y ∈ 2πΛ̃∗ и Ψ ∈ H(0)
B

e i(Y,x)Ψ = e−
|Y |2

4B e
Y1+iY2

2B
Ẑ+ Û (Y )Ψ. (2.19)

Если Ψ1, Ψ2 ∈ H(0)
B , то для всех j1, j2 ∈ Z+

(Ψ
(j1)
1 ,Ψ

(j2)
2 )HB

= δj1j2(Ψ1,Ψ2)HB
.

Поэтому из (2.18) следует

Л е м м а 2.7. Для всех Ψ1, Ψ2 ∈ H(0)
B , всех Y ∈ 2πΛ̃∗ и всех j1, j2 ∈ Z+

|(Ψ(j1)
1 , e i(Y,x)Ψ

(j2)
2 )HB

| =
√

j1!

j2!

( |Y |2
2B

) 1
2
(max {j1,j2}−min {j1,j2})

e−
|Y |2

4B × (2.20)

×
∣∣∣∣
min {j1,j2}∑

s=0

Cs
j2

1

(j1 − s)!

(
−|Y |2

2B

)min {j1,j2}−s ∣∣∣∣ · |(Ψ1, Û
(Y )Ψ2)HB

|

(где Cs
j2

— биномиальные коэффициенты).

С л е д с т в и е 2.2. Для всех Ψ1, Ψ2 ∈ H(0)
B , для которых ‖Ψ1‖HB

= ‖Ψ2‖HB
= 1, всех

Y ∈ 2πΛ̃∗ и всех j1, j2 ∈ Z+

|(Ψ(j1)
1 , e i(Y,x)Ψ

(j2)
2 )HB

| 6 (2.21)

6
1√

j1! j2!

( |Y |2
2B

) 1
2
(max {j1,j2}−min {j1,j2})

e−
|Y |2

4B · min

{( |Y |2
2B

+ j1

)j2

,

( |Y |2
2B

+ j2

)j1}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если j1 > j2, то

∣∣∣∣
j2∑

s=0

Cs
j2

1

(j1 − s)!

(
−|Y |2

2B

)j2−s ∣∣∣∣ 6
1

j1!

∣∣∣∣
j2∑

s=0

Cs
j2
js1

(
−|Y |2

2B

)j2−s ∣∣∣∣ 6
1

j1!

( |Y |2
2B

+ j1

)j2

.

С другой стороны, сделав в (2.20) замену Y 7→ −Y , можно j1 и j2 поменять местами.

Поэтому из (2.20) следует оценка (2.21). �

§ 3. Доказательство теоремы 0.1

Если в условиях леммы 2.4 функцию Φ2 заменить на функцию e i(Ỹ ,x)Φ2, где Ỹ ∈ 2πΛ∗

и Φ2 ∈ H1
B , и выбрать число ζ = −(Ỹ1 − iỸ2), то из леммы 2.4 следует лемма 3.1, которая в

дальнейшем используется при доказательстве теоремы 0.1.

Л е м м а 3.1. Если λ — собственное значение оператора (0.1) и V /∈ M
p
Λ(R(·)), то

для любого вектора Ỹ ∈ 2πΛ∗ ⊆ 2πΛ̃∗ найдутся функция Ψ ∈ H(0)
B и ненулевая функция

Φ2 ∈ H1
B такие, что

Ẑ+Φ2 = e−i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ + e−i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ẑ−1
− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2. (3.1)

Т е о р е м а 3.1. Пусть p > 2, δ = δ(p) ∈
(
0, 1 − 2

p

)
, R(·) ∈ R и L > 0, M > 0.

Тогда для любой функции V ∈ Lp
Λ(R

2;R) и любого ε > 0 найдется число R̃0(ε, V ) =

R̃0(ε, V ; Λ, K,B, p;R(·), L,M) >

√
B
2

такое, что для всех векторов Ỹ ∈ 2πΛ∗, для ко-

торых |Ỹ | > R̃0(ε, V ), всех λ ∈ [−L, L], всех функций m(·) ∈ M
p
Λ(R(·)), для которых

‖m‖Lp(K) 6 M , и всех функций Φ ∈ HB выполняется оценка

‖Ĵ−δ(λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ‖HB
6 ε ‖Φ‖HB

. (3.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим W
.
= λ+m−V . Пусть ε > 0. Выберем число ε1 > 0

так, что

(2B)−
δ
2 Cp, 0 ε1 6

ε

4
. (3.3)

Найдутся тригонометрические многочлены P ′ и P ′′ (из пространства C∞
Λ (R2;R)) и число

R >

√
B
2

(зависящее от V и R(·), но не от выбора функции m ∈ M
p
Λ(R(·))) такие, что

P ′
Y = P ′′

Y = 0 при |Y | > R и ‖m−P ′‖Lp(K) <
ε1
2

, ‖V −P ′′‖Lp(K) <
ε1
2

. Если P .
= λ+P ′−P ′′,

то PY = 0 при |Y | > R и ‖W −P‖Lp(K) < ε1.
В дальнейшем предполагается, что |λ| 6 L, ‖m‖Lp(K) 6 M , и удобно считать, что

‖V ‖Lp(K) 6 V, где V > 0 (можно положить V = ‖V ‖Lp(K)). Так как количество векторов

Y ∈ 2πΛ∗, для которых |Y | 6 R, не превосходит C3(R+ 1)2, где C3 > 0 — некоторое число,

зависящее от Λ (при достаточно больших R число C3 может быть выбрано сколь угодно

близко к πv(K)), то

‖P ′ − P ′′‖L∞(K) 6
∑

Y ∈ 2πΛ∗

(|P ′
Y |+ |P ′′

Y |) 6 C
1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
2

(
‖P ′‖L2(K) + ‖P ′′‖L2(K)

)
6

(3.4)

6 C
1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
p

(
‖P ′‖Lp(K) + ‖P ′′‖Lp(K)

)
6 C

1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
p (M +V+ ε1).

Выберем число a ∈ Z+ так, что

(2B(a+ 2))−
δ
2 Cp, 0

(
M +V+ ε1 + (v(K))

1
p L
)
6

ε

4
, (3.5)

(2B)−
δ
2 (2B(a+ 2))−

1
2

(
L+ C

1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
p (M +V+ ε1)

)
6

ε

4
, (3.6)

и, наконец, число R̃0(ε, V ) = R̃0(ε, V ; Λ, K,B, p;R(·), L,M) > R выберем так, что при всех

r > R̃0(ε, V )

4 (2B)−
δ+1
2

(
L+ C

1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
p (M +V+ ε1)

)
× (3.7)

× (a+ 1)
3−δ
2

(
(r +R)2

2B

)a
2
(
(r +R)2

2B
+ a

)a

e−
(r−R)2

4B 6
ε

4
.

Через P̂
(a)
↓ =

a∑
j=0

P̂ (j) обозначим ортогональный проектор (в HB) на подпространство

H(0)
B ⊕ · · · ⊕ H(a)

B .

Для всех τ > τ1 > 0 и χ ∈ HB

‖Ĵ−τχ‖HB
6 (2B)−

τ−τ1
2 ‖Ĵ−τ1χ‖HB

, (3.8)

‖Ĵ−τ P̂ (j)χ‖HB
6 (2B(j + 1))−

τ
2 ‖χ‖HB

, (3.9)

‖Ĵ−τ (ÎB − P̂
(a)
↓ )χ‖HB

6 (2B(a+ 2))−
τ
2 ‖χ‖HB

. (3.10)
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Используя оценки (3.4), (3.8), (3.10), неравенство (2.14) из леммы 2.6 (при δ = 0) и условия

(3.3), (3.5) и (3.6), при Ỹ ∈ 2πΛ∗, |Ỹ | > R̃0(ε, V ) > R, получаем

‖Ĵ−δWe i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ‖HB
6 (3.11)

6 ‖Ĵ−δ(W −P) e i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ‖HB
+ ‖Ĵ−δ(ÎB − P̂

(a)
↓ )P e i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ‖HB

+

+ ‖Ĵ−δP̂
(a)
↓ P e i(Ỹ ,x)Ĵ−1(ÎB − P̂

(a)
↓ )Φ‖HB

+ ‖Ĵ−δP̂
(a)
↓ P e i(Ỹ ,x)Ĵ−1P̂

(a)
↓ Φ‖HB

6

6 (2B)−
δ
2 Cp, 0 ε1 ‖Φ‖HB

+ (2B(a + 2))−
δ
2 Cp, 0

(
‖W‖Lp(K) + ε1

)
‖Φ‖HB

+

+ (2B)−
δ
2 (2B(a+ 2))−

1
2 ‖P‖L∞(K) ‖Φ‖HB

+ ‖Ĵ−δP̂
(a)
↓ P e i(Ỹ ,x)Ĵ−1P̂

(a)
↓ Φ‖HB

6

6
3ε

4
+ ‖Ĵ−δP̂

(a)
↓ P e i(Ỹ ,x)Ĵ−1P̂

(a)
↓ Φ‖HB

.

Оценим последнее слагаемое в правой части неравенств (3.11). Воспользуемся оценкой

(2.21) из следствия 2.2, а также неравенствами (3.4), (3.9) и условием (3.7):

‖Ĵ−δP̂
(a)
↓ Pe i(Ỹ ,x)Ĵ−1P̂

(a)
↓ Φ‖HB

6
∑

Y ∈ 2πΛ∗

|PY | · ‖Ĵ−δP̂
(a)
↓ e i(Ỹ+Y,x)Ĵ−1P̂

(a)
↓ Φ‖HB

6

6 (2B)−
δ
2

∑

Y ∈ 2πΛ∗

|PY | ·
a∑

j1, j2 =0

(j1 + 1)−
δ
2 · ‖P̂ (j1)e i(Ỹ+Y,x)P̂ (j2)Ĵ−1Φ‖HB

6

6 (2B)−
δ
2

( ∑

Y ∈ 2πΛ∗

|PY |
)(

(|Ỹ |+R)2

2B

)a
2
(
(|Ỹ |+R)2

2B
+ a

)a

e−
(|Ỹ |−R)2

4B ×

×
a∑

j1, j2 =0

(j1 + 1)−
δ
2 ‖Ĵ−1P̂ (j2)Φ‖HB

6

6 (2B)−
δ+1
2

( ∑

Y ∈ 2πΛ∗

|PY |
)(

(|Ỹ |+R)2

2B

)a
2
(
(|Ỹ |+R)2

2B
+ a

)a

e−
(|Ỹ |−R)2

4B ×

×
( a∑

j1, j2 =0

(j1 + 1)−
δ
2 (j2 + 1)−

1
2

)
‖Φ‖HB

6

6 4 (2B)−
δ+1
2

(
L+ C

1
2
3 (R + 1)(v(K))−

1
p (M +V+ ε1)

)
×

× (a + 1)
3−δ
2

(
(|Ỹ |+R)2

2B

) a
2
(
(|Ỹ |+R)2

2B
+ a

)a

e−
(|Ỹ |−R)2

4B ‖Φ‖HB
6

ε

4
‖Φ‖HB

.

Из (3.11) и полученного неравенства следует (3.2). теорема 3.1 доказана.

Т е о р е м а 3.2. Пусть p > 2, R(·) ∈ R и L > 0, M > 0. Тогда для любой функции

V ∈ Lp
Λ(R

2;R) найдется число R0 = R0(V ) > 0 такое, что для всех векторов Ỹ ∈ 2πΛ∗,

для которых |Ỹ | > R0, всех λ ∈ [−L, L], всех функций m(·) ∈ M
p
Λ(R(·)), для которых

‖m‖Lp(K) 6 M , и всех функций Φ ∈ H1
B

‖(λ−m− V )Ẑ−1
− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ‖HB

6
1

2
‖Ẑ+Φ‖HB

. (3.12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и при доказательстве теоремы 3.1 будем считать, что

‖V ‖Lp(K) 6 V, где V > 0. Для всех χ ∈ HB (см. (2.17) и (3.8))

‖(λ−m− V )Ẑ−1
− χ‖HB

6 |λ| · ‖Ĵ−1χ‖HB
+ ‖(m+ V )Ẑ−1

− χ‖HB
6 C4 ‖Ĵ−δχ‖HB

,

где C4 = (2B)−
1−δ
2 L + 2

1−δ
2 Cp, δ (M + V). Выберем число ε = (2C4)

−1 и соответствующее

ему число R0
.
= R̃0(ε, V ) из теоремы 3.1, из которой следует, что при всех Φ′ ∈ HB и при

|Ỹ | > R0

‖(λ−m− V )Ẑ−1
− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ′‖HB

6 (3.13)

6 C4 ‖Ĵ−δ(λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Ĵ−1Φ′‖HB
6 εC4 ‖Φ′‖HB

=
1

2
‖Φ′‖HB

.

Тогда для любой функции Φ ∈ H1
B, положив Φ′ = ĴΦ ∈ HB (и принимая во внимание ра-

венство ‖ĴΦ‖HB
= ‖Ẑ+Φ‖HB

), из (3.13) получаем неравенство (3.12). Теорема 3.2 доказана.

�

С л е д с т в и е 3.1. Пусть p > 2, R(·) ∈ R и L > 0, M > 0. Тогда для любой функции

V ∈ Lp
Λ(R

2;R) существует число R0 = R0(V ) > 0 (определяемое в теореме 3.2) такое,

что если для ненулевой функции Φ2 ∈ H1
B и функции Ψ ∈ H(0)

B выполняется равенство (3.1)

при Ỹ ∈ 2πΛ∗, |Ỹ | > R0, и если λ ∈ [−L, L], m(·) ∈ M
p
Λ(R(·)), ‖m‖Lp(K) 6 M , то

√
2B ‖Φ2‖HB

6 ‖Ẑ+Φ2‖HB
6 2 ‖(λ−m− V )Ψ‖HB

.

Поэтому функция Ψ также ненулевая.

В условиях следствия 3.1 можно считать, что ‖Ψ‖HB
= 1. Тогда (предполагая, что

‖V ‖Lp(K) 6 V для некоторого V > 0)

‖Ẑ+Φ2‖HB
6 (3.14)

6 2 (v(K))
1
2

(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)
‖Ψ‖L∞(K) 6 2C5

(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)
,

где C5 = C5(Λ, B,K) = (v(K))
1
2 max

Ψ′ ∈H
(0)
B

: ‖Ψ′‖HB
=1

‖Ψ′‖L∞(K).

Зафиксируем некоторое число θ ∈ (0, 1).

Т е о р е м а 3.3. Пусть p > 2, R(·) ∈ R, L > 0, M > 0, V > 0 и пусть V ∈ Lp
Λ(R

2;R),
m ∈ M

p
Λ(R(·)), ‖V ‖Lp(K) 6 V, ‖m‖Lp(K) 6 M и λ ∈ [−L, L]. Предположим, что для

ненулевой функции Φ2 ∈ H1
B и функции Ψ ∈ H(0)

B справедливо равенство (3.1) при Ỹ ∈ 2πΛ∗,

|Ỹ | > R0 (где число R0 > 0 определяется в теореме 3.2). Тогда для любого b ∈ N

|m−Ỹ + V−Ỹ | 6 (3.15)

6 C̃1C6(b)

(
Le−

θ|Ỹ |2

4B +
∑

Y ∈ 2πΛ∗ \ {−Ỹ }

|mY + VY | e−
θ|Ỹ+Y |2

4B

)
+ C̃2(b+ 2)

δ−1
2 ,

где C6(b) = C6(b; θ, B) > 1 и числа C̃1, C̃2 > 0 зависят от Λ, K, B, p, L, M и V.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ‖Ψ‖HB
= 1. Так как Ẑ− = Ẑ∗

+ и Ẑ−Ψ = 0, то из (3.1)

следует равенство

−
(
e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ,Ψ

)
HB

=
(
e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ, Ẑ−1

− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

)
HB

.

(3.16)

Оценим вначале выражение в правой части равенства (3.16) (см. (2.16)):

∣∣(e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ, Ẑ−1
− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

)
HB

∣∣ =

=
∣∣(Ĵ δ−1(ÎB − P̂ (0))e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ, Ĵ 1−δẐ−1

− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

)
HB

∣∣ 6

6
∥∥Ĵ δ−1(ÎB − P̂ (0))e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ

∥∥
HB

·
∥∥Ĵ 1−δẐ−1

− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

∥∥
HB

6

6 2
1−δ
2

∥∥Ĵ δ−1(ÎB − P̂ (0))e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ
∥∥
HB

·
∥∥Ĵ −δ(λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

∥∥
HB

.

При этом в силу теоремы 3.1 при ε = (2C4)
−1 (для этого числа выбиралось число R0 =

R̃0(ε, V ) в теореме 3.2), следствия 3.1 и оценки (3.14)

∥∥Ĵ −δ(λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

∥∥
HB

6

6 (2C4)
−1‖ĴΦ2‖HB

= (2C4)
−1‖Ẑ+Φ2‖HB

6 C−1
4 C5

(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)

и (в силу (3.9), (3.10) и следствия 2.2) при любом b ∈ N

∥∥Ĵ δ−1(ÎB − P̂ (0))e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ
∥∥
HB

6

6
∥∥Ĵ δ−1

( b∑

j=1

P̂ (j)

)
e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ

∥∥
HB

+
∥∥Ĵ δ−1(ÎB − P̂

(b)
↓ )e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ

∥∥
HB

6

6 (4B)
δ−1
2 L

( b∑

j=1

1

j!

( |Ỹ |2
2B

)j) 1
2

e−
|Ỹ |2

4B +

+ (4B)
δ−1
2

∑

Y ∈ 2πΛ∗ \ {−Ỹ }

|mY + VY | ·
( b∑

j=1

1

j!

( |Ỹ + Y |2
2B

)j) 1
2

e−
|Ỹ +Y |2

4B +

+ (2B(b+ 2))
δ−1
2 ‖(λ−m− V )Ψ‖HB

6

6 (4B)
δ−1
2
√
e L

(
1 +

( |Ỹ |2
2B

) b
2
)
e−

|Ỹ |2

4B +

+ (4B)
δ−1
2
√
e

∑

Y ∈ 2πΛ∗ \ {−Ỹ }

|mY + VY | ·
(
1 +

( |Ỹ + Y |2
2B

) b
2
)
e−

|Ỹ +Y |2

4B +

+ C5

(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)
(2B(b+ 2))

δ−1
2 .

Для всех Y ∈ 2πΛ∗ и всех b ∈ N

(
1 +

( |Y |2
2B

) b
2
)
e−

|Y |2

4B 6 C6(b)e
−

θ|Y |2

4B ,
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где C6(b) = C6(b; θ, B) > 1 (и (0, 1) ∋ θ — некоторое фиксированное число). Поэтому

∣∣(e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ, Ẑ−1
− (λ+m− V )e i(Ỹ ,x)Φ2

)
HB

∣∣ 6 (3.17)

6 (2B)
δ−1
2
√
eC−1

4 C5C6(b)
(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)
×

×
(
Le−

θ|Ỹ |2

4B +
∑

Y ∈ 2πΛ∗ \ {−Ỹ }

|mY + VY | e−
θ|Ỹ+Y |2

4B

)
+

+ C−1
4 C2

5

(
L+ (v(K))−

1
p (M +V)

)2
(B(b+ 2))

δ−1
2 .

С другой стороны (см. (2.19))

∣∣(e i(Ỹ ,x)(λ−m− V )Ψ,Ψ
)
HB

∣∣ > (3.18)

> |m−Ỹ + V−Ỹ | − Le−
|Ỹ |2

4B −
∑

Y ∈ 2πΛ∗ \ {−Ỹ }

|mY + VY | e−
|Ỹ+Y |2

4B .

Неравенство (3.15) теперь следует из (3.16), (3.17) и (3.18). Теорема 3.3 доказана.

Справедлива простая

Л е м м а 3.2. Для всех R > 0 (и θ ∈ (0, 1])

∑

Y ∈ 2πΛ∗ : |Y |>R

e−
θ|Y |2

4B 6 C ′′(Λ)(Bθ−1 +R)e−
θR2

4B , (3.19)

где число C ′′ > 0 зависит только от Λ.

Пусть L > 0, M > 0, V > 0, η ∈ Q ∩ (0,+∞) (и при этом решетка Λ (c элемен-

тарной ячейкой K), функция R(·) и числа p, δ = δ(p) и θ ∈ (0, 1) фиксируются). Через

Õη(L,M,V;n), n ∈ N, обозначим множество функций V ∈ Lp
Λ(R

2;R), ‖V ‖Lp(K) 6 V, для

которых найдется функция m ∈ M
p
Λ(R(·)), ‖m‖Lp(K) 6 M , такая, что для всех Ỹ ∈ 2πΛ∗,

для которых |Ỹ | > n, и всех b ∈ N выполняется неравенство (3.15).

Т е о р е м а 3.4. Множества Õη(L,M,V;n), n ∈ N, нигде не плотны в Lp
Λ(R

2;R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через C(b, Ỹ , B;m, V ) правую часть неравенства

(3.15). Пусть V ∈ Lp
Λ(R

2;R), ‖V ‖Lp(K) < V. Выберем любое число ε1 ∈ (0, 1], для которого

ε1 6
1

5

(
v(K))−

1
p (V− ‖V ‖Lp(K)

)
.

Число b ∈ N определим так, что

C̃2(b+ 2)
δ−1
2 6

ε1
8
.

Пусть ε2, ε3 ∈
(
0, ε1

2

)
— числа, для которых

C̃1C6(b)(v(K))−
1
pC ′′(Λ)Bθ−1ε2 6

ε1
16

,
(
1 + C̃1C6(b)C

′′(Λ)Bθ−1
)
ε3 6

ε1
16

.

Для Ỹ ∈ 2πΛ∗ и R > 0 обозначим

P±(Ỹ , R;V ) =
∑

Y ∈ 2πΛ∗ : |Ỹ ∓Y |6R

VY e i(Y,x)
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(так как V−Y = VY для всех Y ∈ 2πΛ∗, то ‖P+(Ỹ , R;V )‖Lp(K) = ‖P−(Ỹ , R;V )‖Lp(K)),

и вектор Ỹ ∈ 2πΛ∗ и число R > 0 выберем так, что

(1) |Ỹ | > n,

(2) R 6 1
2
|Ỹ | ,

(3) R(ε3) <
1
2
|Ỹ |,

(4) ‖P±(Ỹ , R;V )‖Lp(K) 6 (v(K))
1
p ε1 ,

(5) C̃1C6(b)Le−
θ|Ỹ |2

4B 6 ε1
8
,

(6) C̃1C6(b)
(
(v(K))−

1
p (2M +V) + ε1 + 2ε2

)
(Bθ−1 +R) e−

θR2

4B 6 ε1
8
.

Определим функцию V (0) ∈ Lp
Λ(R

2;R), имеющую коэффициенты Фурье V
(0)

−Ỹ
= V

(0)

Ỹ
= ε1 ,

V
(0)
Y = 0, если 0 < |Ỹ + Y | 6 R или 0 < |Ỹ − Y | 6 R, и V

(0)
Y = VY , если |Ỹ + Y | > R

и |Ỹ − Y | > R. Справедлива оценка

‖V − V (0)‖Lp(K) 6 2 (v(K))
1
p ε1 + 2 ‖P+(Ỹ , R;V )‖Lp(K) 6 4 (v(K))

1
p ε1

(и, следовательно, ‖V (0)‖Lp(K) 6 ‖V ‖Lp(K) + 4(v(K))
1
p ε1 6 V − (v(K))

1
p ε1). Пусть W ∈

Lp
Λ(R

2;R) — любая функция, для которой ‖W‖Lp(K) < (v(K))
1
p ε2. Обозначим V ′+V (0)+W .

Тогда

‖V −V ′‖Lp(K) 6 ‖V −V (0)‖Lp(K)+‖W‖Lp(K)<(v(K))
1
p (4ε1+ε2)<5(v(K))

1
p ε16V−‖V ‖Lp(K)

и ‖V ′‖Lp(K) < V. Пусть m ∈ M
p
Λ(R(·)) — любая функция, для которой ‖m‖Lp(K) 6 M . Для

всех Y ∈ 2πΛ∗

|VY | 6 (v(K))−
1
p V, |mY | 6 (v(K))−

1
pM, |WY | 6 ε2 .

Кроме того, если Y ∈ 2πΛ∗ и |Ỹ + Y | 6 R, то |Y | > R(ε2) и, следовательно, су-

ществует тригонометрический многочлен P(ε3) ∈ C∞
Λ (R2;R), для которого P(ε3)

Y = 0
и ‖m− P(ε3)‖Lp(K) < ε3 . Тогда также

|mY | 6 (v(K))−
1
p‖m− P(ε3)‖Lp(K) < (v(K))−

1
p ε3 .

В результате, учитывая (3.19), для любой функции m ∈ M
p
Λ(R(·)), ‖m‖Lp(K) 6 M , и при

выбранных векторе Ỹ ∈ 2πΛ∗ (для которого |Ỹ | > n) и числе b ∈ N получаем оценки

C(b, Ỹ , B;m, V ′) 6

6 C̃1C6(b)

(
Le−

θ|Ỹ |2

4B +
∑

Y ∈ 2πΛ∗ : |Ỹ +Y |>R, |Ỹ −Y |>R

|mY + VY +WY | e−
θ|Ỹ+Y |2

4B +

+
∑

Y ∈ 2πΛ∗ : |Ỹ −Y |6R

|mY +V
(0)
Y +WY | e−

θ|Ỹ+Y |2

4B +
∑

Y ∈ 2πΛ∗ : 0< |Ỹ +Y |6R

|mY +WY | e−
θ|Ỹ +Y |2

4B

)
+

+ C̃2(b+ 2)
δ−1
2 6

ε1
8
+ C̃1C6(b)

((
(v(K))−

1
p (M +V) + ε2

)
C ′′(Λ)(Bθ−1 +R)e−

θR2

4B +

+
(
(v(K))−

1
pM + ε1+ ε2

)
C ′′(Λ)(Bθ−1+R)e−

θR2

4B +
(
(v(K))−

1
p ε3+ ε2

)
C ′′(Λ)Bθ−1

)
+

ε1
8

6

6
3ε1
8

+

(
ε1
8
− (v(K))−

1
p ε3

)
=

ε1
2
− (v(K))−

1
p ε3 < ε1 − ε2 − (v(K))−

1
p ε3 6
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6 |m−Ỹ + V
(0)

−Ỹ
+W−Ỹ | = |m−Ỹ + V ′

−Ỹ
|,

то есть неравенство (3.15) для функции V ′ = V (0) + W , ‖V ′‖Lp(K) < V, не выполняется

при выбранных векторе Ỹ ∈ 2πΛ∗, для которого |Ỹ | > n, и числе b ∈ N и для всех функ-

ций m ∈ M
p
Λ(R(·)), для которых ‖m‖Lp(K) 6 M . Поэтому все функции V ′ = V (0) + W ,

где W ∈ Lp
Λ(R

2;R), ‖W‖Lp(K) < (v(K))
1
p ε2, не принадлежат Õη(L,M,V;n). Так как

V ∈ Lp
Λ(R

2;R) — произвольная функция, для которой ‖V ‖Lp(K) < V, а числа ε1 и ε2
можно выбирать сколь угодно малыми (и, кроме того, функции V ∈ Lp

Λ(R
2;R), для ко-

торых ‖V ‖Lp(K) = V, образуют нигде не плотное множество в Lp
Λ(R

2;R)), то множества

Õη(L,M,V;n) для всех n ∈ N нигде не плотны в Lp
Λ(R

2;R). Теорема 3.4 доказана.

Т е о р е м а 3.5. Для любой решетки Λ ⊂ R2 и любых p > 2 и R(·) ∈ R множество

потенциалов V ∈ Lp
Λ(R

2;R) \Mp
Λ(R(·)) таких, что для некоторых функции m ∈ M

p
Λ(R(·))

и однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q ∩ (0,+∞) у оператора (0.1) имеются

собственные значения, является множеством первой категории в Lp
Λ(R

2;R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Õ+(p,R(·)) — объединение всех множеств Õη(L,M,V;n)

при η ∈ Q ∩ (0,+∞) и L,M,V, n ∈ N. В силу теоремы 3.4 Õ+(p,R(·)) — множе-

ство первой категории в Lp
Λ(R

2;R). Если V+(p,R(·)) — множество потенциалов V ∈
Lp
Λ(R

2;R) \Mp
Λ(R(·)), для которых оператор (0.1) имеет собственные значения для некото-

рых функции m ∈ M
p
Λ(R(·)) и однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q ∩ (0,+∞),

и V ∈ V+(p,R(·)), то в силу леммы 3.1 и теоремы 3.2 V ∈ Õη(L,M,V;n) для некото-

рых L, M , V, n ∈ N и η ∈ Q∩(0,+∞). Поэтому V+(p,R(·)) ⊆ Õ+(p,R(·)) и, следовательно,

V+(p,R(·)) — также множество первой категории в Lp
Λ(R

2;R). Теорема 3.5 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 0.1. Обозначим O+ = Lp
Λ(R

2;R) \
(
M

p
Λ(R(·)) ∪

V+(p,R(·))
)
. В силу теоремы 3.5 для любого потенциала V ∈ O+ и любых функции

m ∈ M
p
Λ(R(·)) и однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q ∩ (0,+∞) в спек-

тре оператора (0.1) нет собственных значений. В силу леммы 2.3 и теоремы 3.5 множество

O+ является множеством второй категории в Lp
Λ(R

2;R). Случай η ∈ Q ∩ (−∞, 0) сводится

к случаю η ∈ Q ∩ (0,+∞), так как при η ∈ Q ∩ (−∞, 0) для любой собственной функции Φ
оператора (0.1) функция σ̂2Φ была бы собственной функцией оператора (0.1) (с тем же соб-

ственным значением) при заменах B 7→ −B и m 7→ −m. Поэтому также существует множе-

ство второй категории O− в Lp
Λ(R

2;R) такое, что для любого потенциала V ∈ O− и любых

функции m ∈ M
p
Λ(R(·)) и однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q ∩ (−∞, 0)

в спектре оператора (0.1) нет собственных значений. Множество O = O− ∩ O+ являет-

ся множеством второй категории в Lp
Λ(R

2;R). При этом для любого потенциала V ∈ O
и любых функции m ∈ M

p
Λ(R(·)) и однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q \ {0}

в спектре оператора (0.1) отсутствуют собственные значения (следовательно, спектр абсо-

лютно непрерывен). Это завершает доказательство теоремы 0.1, так как при B = 0 спектр

оператора (0.1) абсолютно непрерывен при любых m, V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 2 [2, 7, 24].
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This paper is concerned with a two-dimensional Dirac operator σ̂1
(
−i ∂

∂x1

)
+ σ̂2

(
−i ∂

∂x2
−Bx1

)
+mσ̂3+

V Î2 with a uniform magnetic field B where σ̂j , j = 1, 2, 3, are the Pauli matrices and Î2 is the unit 2× 2-
matrix. The function m and the electric potential V belong to the space L

p
Λ(R

2;R) of Λ-periodic functions

from the L
p
loc(R

2;R), p > 2, and we suppose that for the magnetic flux η = (2π)−1Bv(K) ∈ Q where

v(K) is the area of an elementary cell K of the period lattice Λ. For any nonincreasing function (0, 1] ∋
ε 7→ R(ε) ∈ (0,+∞) for which R(ε) → +∞ as ε → +0 let M

p
Λ(R(·)) be the set of functions m ∈

L
p
Λ(R

2;R) such that for every ε ∈ (0, 1] there exists a real-valued Λ-periodic trigonometric polynomial

P(ε) such that ‖m−P(ε)‖Lp(K) < ε and for Fourier coefficients P(ε)
Y = 0 provided |Y | > R(ε). It is proved

that for any function R(·) in question there is a dense Gδ-set O in the Banach space (Lp
Λ(R

2;R), ‖·‖Lp(K))
such that for every electric potential V ∈ O, for every function m ∈ M

p
Λ(R(·)), and for every uniform

magnetic field B with the flux η ∈ Q the spectrum of the Dirac operator is absolutely continuous.
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