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Об одном свойстве нулей полиномов,
наименее (α; β) - уклоняющихся от нуля в
весовом пространстве Lp

Доведена властивiсть монотонностi за параметром нулiв полiнома, що найменш
(α;β) - вiдхиляється вiд нуля в просторi з iнтегральними метриками з вагою.
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Доказано свойство монотонности по параметру нулей полинома, наименее (α;β)

- уклоняющихся от нуля в пространстве с интегральными метриками с весом.
Ключевые слова: полином, интегральная метрика, (α;β)-норма.
The property of monotonity of zeros of polynomials of least (α;β) deviation from

zeros in the space with integral metrics with weight is proved.
Key words: polynomial, integral metric, (α;β)-norm.
MSC2010: Pri 26C10, Sec 46E30, 41A50
Пусть Lp[a; b] - пространство суммируемых в p-й степени на [a; b] функий с

соответствующей нормой ‖ · ‖p. Одной из классических задач теории аппрокси-
мации является задача нахождения полиномов наименее уклоняющихся от нуля в
пространстве Lp[a; b] (см, например, [1 - 2]). И тут важное место занимают свойства
нулей этих многочленов.

Пусть f ∈ L1p и α > 0, β > 0. Рассмотрим такие величины:

sgnα,β f = = αsgnf+ − βsgnf−,

где f±(x) = max{±f(x), 0} . |f(x)|α,β = f(x)sgnα,βf(x).
Величину

‖f‖p;α,β =

 bˆ

a

|f(x)|pα,βdx


1
p

.

будем называть (α, β)-нормой или несимметричной нормой.
(α, β) нормы и связанные с ними задачи изучались во многих работах, см., в

частности, [3] и список литературы к ней.
В работе [4] было установлены некоторые свойства последовательности нулей

полиномма, наименее уклоняющегося от нуля в норме ‖·‖p. Целью данной работы
есть распространение результата [4] в несимметричном случае.

Пусть Tn(x)- алгебраический многочлен со старшим коэфициентом 1, имеющий
наименьшую (α; β) - норму в пространстве Lp[a; b] с весом w(τ ;x).
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Через a < x
(α;β)
1,p < x

(α;β)
2,p < .... < x

(α;β)
n,p < b будем обозначать нули полинома

Tn(x). В силу критерия элемента наилучшего приближения имеет место равенствоˆ b

a

pn−1(x) · |Tn(x)|p−1 ·
(
αpsign (Tn(x))+ − β

psign (Tn(x))−
)
w(τ ;x)dx = 0,

где pn−1(x)- произвольный алгебраический многочлен степени не выше n− 1.
Если Tn(x) =

∏n
i=1 (x− xi), то это равенство можно переписать в видеˆ b

a

(x− xi)−1 · |Tn(x)|pαβ · w(τ ;x)dx = 0, (1)

.
Имеет место
Теорема 1. Пусть 1 ≤ p < ∞ и 1

w(τ ;x)
· ∂w(τ ;x)

∂τ
- возрастающая (убывающая)

функция x ∈ (a; b) для каждого 0 ≤ τ ≤ 1. Тогда x
(α;β)
ip строго возрастающие

(убывающие) функции аргумента τ , 1 ≤ i ≤ n

Доказательство. Пусть 1
w
∂w
∂τ

- возрастающая, не являющаяся константой функ-
ция. Тогда, с учетом равенствˆ b

a

(x− xi)−1 · |Tn(x)|pαβ ·
∂w(τ ;x)

∂τ
dx =

=
1

w(τ ;xi)
·
ˆ b

a

(x− xi)−1 · |Tn(x)|pαβ · w(τ ;xi) ·
∂w(τ ;x)

∂τ
dx =

=
1

w(τ ;xi)
·
ˆ b

a

(x− xi)−1 · |Tn(x)|pαβ ·
(
w(τ ;xi) ·

∂w(τ ;x)

∂τ
− ∂w(τ ;xi)

∂τ
· w(τ ;x)

)
dx =

=

ˆ b

a

|Tn(x)|pαβ ·
1

w(τ ;x)
· ∂w(τ ;x)

∂τ
− 1

w(τ ;xi)
· ∂w(τ ;xi)

∂τ

x− xi
dx > 0.

Положим
Fk (x1, x2, ..., xn, τ) =

ˆ b

a

(x− xk)−1 · |Tn(x)|pαβ · w(τ ;x)dx.

Если j 6= k, то ∂Fk
∂xj

=

= p

ˆ b

a

|Tn(x)|p

(x− xk)
·
(
αpsign (Tn(x))+ − β

psign (Tn(x))−
) ∂Tn(x)

∂xj
w(τ ;x)dx.

Поскольку ∂Tn(x)
∂xj

является алгебраическим многочленом степени не выше n−1,
то в силу (1) ∂Fk

∂xj
= 0, j 6= k

Аналогично ∂Fk
∂xj

=

ˆ b

a

(x− xk)−1 · |Tn(x)|pαβ ·
∂w(τ ;x)

∂τ
dx.

Пусть 1 < p <∞. Тогда

∂Fk
∂xj

=
∂

∂xk

ˆ b

a

∣∣∣∣ Tn(x)

x− xk

∣∣∣∣p
αβ

·
|x− xk|pαβ
x− xk

w(τ ;x)dx =
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=

ˆ b

a

∣∣∣∣ Tn(x)

x− xk

∣∣∣∣p
αβ

· (−p|x− xk|p−1 · (αpsign(x− xk)+ − βp(x− xk)−) (x− xk)+

+|x− xk|pαβ)(x− xk)−2w(τ ;x)dx =

= (1− p)
ˆ b

a

|Tn(x)|pαβ (x− xk)−2w(τ ;x)dx.

Отсюда вытекает, что определитель

∆0 = det
∂(F1, F2, ..., Fn)

∂(x1, x2, ..., xn)
=

n∏
k=1

∂Fk
∂xk
6= 0

∆i = det
∂(F1, ..., Fi, ..., Fn)

∂(x1, ..., τ, ..., xn)
=
∂Fi
∂τ

n∏
k=1,k 6=i

∂Fk
∂xk

и
dx

(αβ)
i,p

dτ
= −∆i

∆0

=

´ b
a
|Tn(x)|pαβ (x− xi)−1 ∂w(τ ;x)

∂τ
dx

(p− 1)
´ b
a
|Tn(x)|pαβ (x− xi)−2w(τ ;x)dx

> 0

Пусть p = 1. Тогда

∂Fk
∂xk

=
∂

∂xk
(−β
ˆ xk

a

∣∣∣∣∣
n∏

j=1,j 6=k

(x− xj)

∣∣∣∣∣
αβ

w(τ ;x)dx+

+α

ˆ b

xk

∣∣∣∣∣
n∏

j=1,j 6=k

(x− xj)

∣∣∣∣∣
αβ

w(τ ;x)dx) =

= (α + β) · |T ′n(x)|αβ w(τ ;xk)

и
dx

(αβ)
i,1

dτ
= −

∂Fi
∂τ
∂Fi
∂xi

=

´ b
a
|Tn(x)|αβ (x− xi)−1 ∂w(τ ;x)

∂τ
dx

(α + β) · |T ′n(x)|αβ w(τ ;xk)
> 0

Таким образом теорема доказана.

Отметим, что в работе [4] рассматриваются и некоторое частные случаи весовой
функции.
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