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УДК 517.5

В. П. Моторний
Днiпровський нацiональний унiиверситет iм. Олеся Гончара

Про наближення у середньому функцiї та
її похiдних

Розглянуто деякi властивостi iнтегровних на сегментi функцiй. Отримано оцiнки
для наближень функцiї та її похiдних.

Ключовi слова: модуль неперервностi, iнтеграл, функцiя, похiдна.
Рассмотрены некоторые свойства интегрируемых на сегменте функций. Получе-

ны оценки для приближений функции и её производных.
Ключевые слова: модуль непрерывности, интеграл, функция, производная.
In this article we consider some properties of the integrable on the segment functions.

Estimates for approximation of function and its derivatives are obtained.
Key words: modulus of continuity, integral, function, derivative.

Позначимо через Lp[a;b], p ≥ 1 простiр функцiй f , що заданi i вимiрнi на сегментi

[a; b] з кiнченою нормою ‖f‖Lp
[a;b]

=
{´ b

a
|f(x)|pdx

}1/p

. Нехай ω(f ; t)p− iнтегральний
модуль неперервностi функйiї f ∈ Lp[a;b].

Для довiльного модуля неперервностi ω(t) позначимо через Hω
p клас функцiй

f ∈ Lp[−1;1], для яких при всiх t ∈ (0, 1) виконується нерiвнiсть ω(f ; t)p ≤ ω(t).

Через W rHω
p (1 ≤ p <∞, r− натурального число) позначимо клас функцiй f , що

мають на сегментi [−1; 1] абсолютно неперервну похiдну f (r−1), таку, що f (r) ∈ Hω
p .

У випадку коли ω(t) = tα, 0 < α ≤ 1, клас W rHω
p будемо позначати через Hr+α

p .

Покладемо g(x, n) =
√

1− x2 + 1/n, x ∈ [−1; 1], n− натуральне.

У 1962 роцi Р.М. Тригуб [1] довiв наступну теорему.
Теорема А. Якщо функцiя f має на [−1; 1] r неперервних похiдних i

ω(f (r); t)− модуль неперервностi f (r), то для кожного n iснує такий алгебраїчний
многочлен Pn(x) степеня не вище n, що для усiх x ∈ [−1; 1] i усiх k = 0, 1, ..., r
справедлива оцiнка

|f (k)(x)− P (k)
n (x) ≤ Cr (g(x, n)/n)r−k ω

(
f (r); g(x, n)/n

)
, (1)

де Cr залежить вiд r.
Тут i далi через Cr будемо позначати додатнi величини, що залежать вiд r,

взагалi кажучi, рiзнi в рiзних мiсцях, а через C будемо позначати рiзнi абсолютнi
додатнi константи,
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С.А. Теляковський [2] доповнив теорему А показавши, що якщо для функцiї f,
яка має на [−1; 1] r неперервних похiдних i ω(f (r); t)− модуль неперервностi f (r),
iснує алгебраїчний многочлен Pn(x) степеня не вище n, такий, що виконується
нерiвнiсть (1) при k = 0, то справедлива оцiнка (1) дляi усiх k = 1, 1, ..., r.

Задача про сумiсне наближення функцiї таi iї похiдних алгебраїчними
многочленами в просторi f ∈ Lp[−1;1], p ≥ 1 розв’язана в роботi [3] для класiв
Лебiдя-Потапова i в роботi [4] для класiв Hr+α

p . Класи Лебiдя-Потапова введены
в роботах [5] , [6]. В данiй роботi задача про сумiсне наближення функцiї та
iї похiдних алгебраїчними многочленами в просторi Lp[−1;1], p ≥ 1 розглянута
для класiв W rHω

p . Основний результат деної роботи базується на наступному
твердженнi

Теорема B [7]. Нехай функцiя f(x) ∈ W rHω
p . Тодi для кожного n ≥ r

знайдеться алгебраїчний многочлен Pn(x) степеня не вище n, що задовольняє
нерiвностi ∥∥∥∥ f(x)− Pn(x)

ω (g(x, n)/n)gr(x, n))

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ Cr
ln

1
p n

nr
,

де Cr залежить вiд r.
У випадку ω(t) = tα, цiй результат одержено в [8], (див., також [9]).
Головним результатом данної роботи є наступна теорема.
Теорема 1. Нехай функцiя f(x) ∈ W rHω

p (1 ≤ p <∞). Тодi для кожного n ≥ r
знайдеться алгебраїчний многочлен Pr,n(f ;x) степеня не вище n, такий, що для
усiх k = 0, 1, ..., r виконуються нерiвностi∥∥∥∥∥ f (k)(x)− P (k)

r,n (f ;x)

ω (g(x, n)/n)gr−k(x, n))

∥∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ Cr
ln

1
p n

nr−k
,

де Cr залежить вiд r.
Доведення теореми 1 випливає iз наступних допомiжних тверджень.
Лема 1. (див. [10], теорема 4). Для будь-якого алгебрачного многочлена Pn(x)

степеня не вище n виконується нерiвнсть 1∥∥∥∥∥ P
(k)
n (x)

gr−k(x, n)ω(g(x, n)/n)

∥∥∥∥∥
Lp

[−1;]

≤ Crn
k

∥∥∥∥ Pn(x)

gr(x, n)ω(g(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

, (2)

де r− довiльне число, ω(t)− довiльний модуь неперервностi.
Лема 2. (див. [10], теорема 3). Для будь-якого алгебрачного многочлена Pn(x),

степеня не вище n, i будь-яких p, p′, що задовiльнюють нерiвностi 1 ≤ p ≤ p′ ≤
∞, виконується нерiвнiсть∥∥∥∥ Pn(x)

δr+1/p′(x, n)ω(δ(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp
′

[a;b]

≤
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≤ Cr

(
2n

b− a

)1/p−1/p′ ∥∥∥∥ Pn(x)δ−1/p(x, n)

δr(x, n)ω(δ(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp

[a;b]

, (3)

де r− довiльне число, δ(x, n) =
2
√

(b−x)(x−a)

b−a + 1
n
, x ∈ (a; b), ω(t)− довiльний модуь

неперервностi.
Покладемо в (3) a = an = −1 + 1/n2, b = bn = 1 − 1/n2, p′ = ∞, i замiсть

r вiзьмемо r − 1. Тодi δ(x, n) =

√
(1−1/n2)2−x2

1−1/n2 + 1
n
, якщо |x| ≤ 1 − 1/n2. Оскiльки

мають мiсце нерiвнiстi 0, 4g(x, n) ≤ δ(x, n) ≤ g(x, n), якщо |x| ≤ 1 − 1/n2, то iз
нерiвностi (3) випливає

|Pn(x)|
gr−1(x, n)ω(g(x, n)/n)

≤ Crn
1/p

∥∥∥∥ Pn(x)g1−1/p(x, n)

gr(x, n)ω(g(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp

[an;bn]

. (4)

Завдяки нерiвностям g(x, n) ≤ 2
√

1− x2, якщо |x| ≤ 1−1/n2, i 1/g(x, n) < n, якщо
x ∈ (−1; 1), маємо

|Pn(x)|
gr−1(x, n)ω(g(x, n)/n)

≤ Crn
2/p

∥∥∥∥ Pn(x)
√

1− x2

gr(x, n)ω(g(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp

[an;bn]

. (5)

Позначемо через M(ω, r) норму у правiй частинi нерiвностi (5) Iз означення
величини M(ω, r) i нерiвностi ( 5), для x ∈ [−1 + 1/n2; 1− 1/n2], одержемо

|Pn(x)|
gr−1(x, n)ω(g(x, n)/n)

≤ Crn
2/pM(ω, r). (6)

Iз леми Г.К. Лебiдя (див. [10], стор. 572) випливая справедливiсть нерiвностi (6)
для усiх x ∈ [−1; 1].

Лема 3 Для будь-якого алгебрачного многочлена Pn(x) степеня не вище n
виконується нерiвнiсть∥∥∥∥Pn(x)g1−r(x, n)

ω(g(x, n)/n

∥∥∥∥
Lp−1;1

. ≤ Cr

∥∥∥∥Pn(x)g−r(x, n)
√

1− x2

ω((g(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp−1;1

, (7)

де r− довiльне число, ω(t)− довiльний модуь неперервностi.
Доведення. Оскiльки для x ∈ [an; bn], де an = −1 + 1/n2, bn = 1 − 1/n2

виконується нерiвнiсть
√

1− x2 + 1/n ≤ 2
√

1− x2 то∥∥∥∥Pn(x)g1−r(x, n)

ω(g(x, n)/n

∥∥∥∥
Lp

[an;bn]

≤ 21/p

∥∥∥∥ Pn(x)
√

1− x2

gr(x;n)ω(g(x, n)/n)

∥∥∥∥
Lp

[an;bn]

≤ 21/pM(ω, r).

Щоб оцiнити iнтеграл, що вiдповiдає сегментам [−1;−1 + 1/n2], [1; 1 − n2],
використуемо нерiвнiсть (6).
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ˆ 1

1−1/n2

∣∣∣∣ Pn(x)

gr−1(x, n)ω(g(x, n)/n)

∣∣∣∣p dt ≤
≤ Crn

2Mp(ω, r)

ˆ 1

1−1/n2

dt = CrM
p(ω, r) (8)

Аналогiчно можна оцiнити iнтеграл по сегменту [−1;−1 + 1/n2].
Лема 4. Для будь-якого модуля неперервностi ω(t), будь-якого додатнього

числа r i будь-яких u, y ∈ [−π; π] має мiсце нерiвнiсть

φ(y, u) ≡
∣∣∣∣ sin(y + u)

(| sin y|+ 1/n)rω(| sin y|/n+ 1/n2)

∣∣∣∣p | sin y| ≤
≤ Cr

∣∣∣∣ (| sin(y + u)|+ 1/n)1−r

ω(| sin(y + u)|/n+ 1/n2)

∣∣∣∣p (1 + n|u|)(r+1)p| sin(y + u)|. (9)

Наступна лема узагальнює лему 1 роботи [5].
Лема 5. Нехай похiдна f ′(x) абсолютно неперервної функцiї належить Lp[−1;1]

i виконується нерiвнiсть∥∥∥∥ f ′(x)

(
√

1− x2 + 1/n)r−1ω(
√

1− x2/n+ 1/n2)

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ ψ(n). (10)

Тодi iснує алгебрачний многочлен Pn(x) степеня не вище (n− 1)(k− 2) такий що
виконується нерiвнсть∥∥∥∥ f(x)− Pn(x)

(
√

1− x2 + 1/n)rω(
√

1− x2/n+ 1/n2)

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ Ar
ψ(n)

n
, (11)

де r ≥ 0, а величина Ar не залежить вiд f i n.

Доведення. НехайK(t) = 1
γn

{
sinnt/2
n sin t/2

}2k+4

, де γn вибрано так, що
´ π
−πK(t)dt =

1. Вiдомо, що K(t)− є тригонометричним полiномом степеня (r + 2)(n − 1) i для
нього виконується умова:

ˆ π

−π
|t|αK(t)dt ≤ C

nα
, 0 < α < 2r + 3. (12)

Покладемо Pn(f, x) =
´ π
−π f(cos(y + t))K(t)dt, де x = cos y. Завдяки оцiнки (9)

функцiї φ(y, u) i умовам (10), (12) одержемо (11).

В лемi 6 розглянемо формулу для похiдної полiнома Pn(f, x).
Лема 6. Якщо функцiя f(x) ∈ W rHω

p (1 ≤ p <∞), то

d

dx
Pn(f, x) =

1√
1− x2

ˆ π

−π
f (′)(cos(y + t)) sin(y + t)K(t)dt, (13)
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де x = cos y.

Лема 7. Нехай похiдна f ′(x) абсолютно неперервної функцiї належить
Lp[−1;1](1 ≤ p < ∞) i виконується нерiвнiсть (10). Тодi для алгебраїчного
многочлена Pn(f, x) =

´ π
−π f(cos(y + t))K(t)dt, де x = cos y, має мiсце нерiвнiсть∥∥∥∥∥ P

(k)
n (f, x)

(
√

1− x2 + 1/n)r−kω(
√

1− x2/n+ 1/n2)

∥∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ Cr
ψ(n)

nr−k
. (14)

Теорему 1 будемо доводити методом математичної iндукцiї. Нехай r = 1,
функцiя f(x) ∈ W 1Hω

p (1 ≤ p < ∞), алгебраїчний многочлен Qn(f ;x) степеня
не вище n, iснування якого доведено у теоремi B такий, що задовольняє нерiвнiть∥∥∥∥f ′(x)−Q′n(f ;x)

ω (g(x, n)/n))

∥∥∥∥
p

≤ Cψ(n),

де ψ(n) = C ln
1
p n.

Отже для функцiї f(x)−Qn(f ;x) виконуються умова (10). Тодi завдяки леми
5 iснує алгебрачний многочлен Pn(f −Qn;x) степеня не вище (n− 1)(k− 2) такий
що виконується нерiвнсть∥∥∥∥ f(x)−Qn(f ;x)− Pn(f −Qn;x)

(
√

1− x2 + 1/n)ω(
√

1− x2/n+ 1/n2)

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ A1
ψ(n)

n
, (15)

де величина A1 не залежить вiд f i n. Покажемо, що для многочлена P1,n(x) =
Qn(f ;x) +Pn(f −Qn;x) виконується твердження теореми 1. Ухилення многочлена
P1,n(x) вiд функцiї f випливає з нерiвностi (15), а ухилення многочлена P ′1,n(x)(x)
вiд похiдної f ′ випливає з леми 7 за умовою, що r = k = 1:∥∥∥∥f ′(x)− P ′r,n(f ;x)

ω (g(x, n)/n))

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥f ′(x)−Q′n(f ;x)

ω (g(x, n)/n))

∥∥∥∥
p

+

+

∥∥∥∥P ′n(f −Qn;x)

ω (g(x, n)/n))

∥∥∥∥
p

≤ C1 ln
1
p n.

Нехай теорема 1 має мiсце для натурального числа r ≥ 1 i функцiя f(x) ∈
W 1+rHω

p . Тодi f ′(x) ∈ W rHω
p i за припущенням iснує алгебраїчний многочлен

Pr,n(f ′, x) степеня не вище n, такий, що для усiх k = 0, 1, ..., r задовольняє
нерiвностi ∥∥∥∥∥ f (k+1)(x)− P (k)

r,n (f ′;x)

ω (g(x, n)/n)gr−k(x, n))

∥∥∥∥∥
p

≤ Cr
ln

1
p n

nr−k
. (16)

Iз нерiвностi (16) для k = 0 випливає виконання умови (10) для функцiї f(x) −´ x
0
Pr,n(f ′; t)dt : ∥∥∥∥ f ′(x)− Pr,n(f ′;x)

ω (g(x, n)/n)gr(x, n))

∥∥∥∥
p

≤ Cr
ln

1
p n

nr
.
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Тодi завдяки леми 5 iснує алгебрачний многочлен Pn(x) степеня не вище (n−
1)(k − 2) такий що виконується нерiвнсть∥∥∥∥ f(x)−

´ x
0
Pr,n(f ′; t)dt− Pn(x)

(
√

1− x2 + 1/n)r+1ω(
√

1− x2/n+ 1/n2)

∥∥∥∥
Lp

[−1;1]

≤ A1
ln

1
p n

nr+1
, (17)

де величина Ar не залежить вiд f i n. Покажемо, що для многочлена Pr+1,n(f, x) =´ x
0
Pr,n(f ′; t)dt + Pn(x) виконується твердження теореми 1. Ухилення многочлена

Pr+1,n(f, x) вiд функцiї f випливає з нерiвностi (17), а ухилення многочлена
P

(k)
r+1,n(f, x) вiд похiдної f (k)(x) випливає з наступних нерiвностей i леми 7:∥∥∥∥∥ f (k)(x)− P (k)

r+1,n(f ;x)

ω (g(x, n)/n) gr+1−k(x;n)

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥f (k)(x)− P (k−1)
r,n (f ′;x)− P (k)

n (x)

ω (g(x, n)/n) gr+1−k(x;n)

∥∥∥∥∥
p

≤

≤

∥∥∥∥∥ f (k)(x)− P (k−1)
r,n (f ′;x)

ω (g(x, n)/n)) gr+1−k(x;n)

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥P (k)
n (x)gk−r−1(x;n)

ω (g(x, n)/n)

∥∥∥∥∥
p

≤ Cr
ln

1
p n

nr+1−k .
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